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PREFÁCIO 


Esta é uma edição revista do livro de mesmo titulo que escrevi há cerca 
de vinte anos e que foi publicado, em sucessivas impressões, na coleção Fun¬ 
damentos de Matemática Elementar da Sociedade Brasileira de Matemática. 

A revisão consistiu essencialmente na alteração do enunciado de alguns 
exercícios e problemas propostos, a correção de alguns erros de datilografia 
e a possível inclusão de alguns novos... 

Agradeço a todos aqueles que me indicaram erros e enganos no texto 
original e fizeram sugestões para modificação do mesmo. Foram mais de 
uma centena de cartas, algumas apresentando a contribuição de turmas 
inteiras de cursos de geometria em que ele foi adotado. Por ser impossível 
aqui registrar todos os seus nomes, quero apresentá-los na pessoa do mais 
ilustre dos leitores, o Professor Manfredo Perdigão do Carmo, que me enviou 
em 1986 uma cópia do livro com suas observações e sugestões, a qual utilizei 
como repositório de todas as que me foram enviadas posteriormente, o que 
simplificou sobremaneira a preparação desta nova edição. 


João Lucas Marques Barbosa 
Fortaleza, Julho de 1994 
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INTRODUÇÃO 


Este livro foi escrito para servir de texto a uma disciplina de Geometria 
para alunos de cursos de licenciatura em Matemática. Ele contém o ma¬ 
terial padrão de um curso de Geometria Euclidiana Plana, excetuando-se 
os tópicos relativos a movimentos e a construção de figuras com régua e 
compasso. Este material será incluído numa versão futura deste texto. 

Os axiomas adotados são aqueles selecionados por A.V. Pogorélov no seu 
livro “Geometria Elemental”. Estes axiomas têm a vantagem de levarem 
o aluno rapidamente aos teoremas mais importantes da Geometria Plana. 
Em alguns casos eles estão enunciados de forma mais ampla do que seria 
necessário. Por exemplo, um deles afirma que, dada uma reta existem pon¬ 
tos sobre ela e pontos fora dela. De fato seria suficiente postular apenas a 
existência de dois pontos sobre a reta e um ponto fora dela. Os axiomas 
sobre medião de segmentos e medição de ângulos são extremamente vanta¬ 
josos do ponto de vista metodológico. Primeiramente eles evitam o trabalho 
de estabelecer os conceitos de medidas de segmento e de medida de ângulos. 
E sabido que a introdução destes conceitos, quando se faz uso de uma ax¬ 
iomática clássica, constitui-se num problema nada simples e que requer a 
utilização de meios incessíveis ao aluno, por sua profundidade. Segundo, 
através dos axiomas de medição, incorpora-se a aritmética e a álgebra ele¬ 
mentar ao arsenal de meios utilizáveis para as demonstrações dos teoremas 
da Geometria. 

A introdução do quinto postulado, característico da Geometria Euclidi¬ 
ana, é retardada até o capítulo 6. Assim, os teoremas obtidos até o capítulo 
5 são válidos em uma geometria não Euclidiana em que sejam verdadeiros 
os quatro primeiro axiomas. Neste aspecto este livro poderia ser consider¬ 
ado como um texto preliminar a um curso de Geometria não Euclidiana ou 
servir como fonte de referencia para alunos daqueles cursos. 

O livro está organizado em 10 capítulos. Cada um deles contém, além 
da parte de conteúdo, uma relação de exercícios, uma de problemas e um 
texto denominado “Comentário”. A separação das questões propostas aos 
alunos, em problemas e exercícios, foi feita, em princípio, considerando-se 
que os problemas complementam a teoria e têm um caráter mais conceituai, 
enquanto que exercícios destinam se mais a fixação do conteúdo apresentado. 
Os comentários constituem-se numa seleção de pequenos tópicos, que não 
fazem parte do conteúdo do livro, mas que têm sido de muita utilidade na 
formação dos alunos do curso de Geometria que tenho lecionado. Incentivado 
por eles fui levado a incluir alguns destes pequenos tópicos neste livro. 

Ao finalizar esta introdução gostaria de agradecer ao professor José Euny 
Moreira, que leu criticamente a versão manuscrita deste texto, e a minha 
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esposa Cira que me incentivou a escrevê-lo. 


João Lucas Marques Barbosa 
Fortaleza, maio de 1985 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 


CAPÍTULO 1 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 


As figuras geométricas elementares, no plano, são os pontos e as retas. 
O plano é constituído de pontos e as retas são subconjuntos distinguidos 
de pontos do plano. Pontos e retas do plano satisfazem a cinco grupos de 
axiomas que serão apresentados ao longo deste e dos próximos capítulos. 

O primeiro grupo de axiomas é constituído pelos axiomas de incidência. 


Axioma R. Qualquer que seja reta existem pontos que per¬ 
tencem à reta e pontos que não pertencem à reta. 

Axioma L- Dados dois pontos distintos existe uma única reta 
que contém estes pontos. 


Quando duas retas têm um ponto em comum diz-se que elas se intercep¬ 
tam ou que elas se cortam naquele ponto. 

1.1 Proposição. Duas retas distintas ou não se interceptam ou se 
interceptam em um único ponto. 

Prova. Sejam m e n duas retas distintas. A intercessão destas duas 
retas não pode conter dois (ou mais) pontos, do contrário, pelo axioma L, 
elas coincidiriam. Logo a intercessão de m e n é vazia ou contém apenas um 
ponto. 

Imaginemos um plano como a superfície de uma folha de papel que se 
estende infinitamente em todas as direções. Nela um ponto é representado 
por uma pequena marca produzida pela ponta de um lápis, quando pres¬ 
sionada sobre o papel. O desenho da parte de uma reta é feito com o auxílio 
de uma régua. 


A 



B 


O 


Figura 1.1 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 


Ao estudarmos geometria é comum fazer-se uso de desenhos. Nós mes¬ 
mos faremos uso extensivo de desenhos ao longo destas notas. O leitor, no 
entanto, deve ser advertido, desde logo, que os desenhos devem ser consid¬ 
erados apenas como um instrumento de ajuda à nossa intuição e linguagem. 

Utilizaremos letras maiúsculas A, B, C, ... para designar pontos, e letras 
minúsculas a, b, c, ... para designar retas. 


n 



Figura 1.2 


Por exemplo, na figura acima estão representadas três pontos: A, B e 
C, e duas retas m e n. O ponto A é o ponto de intercessão das duas retas. 
A figura seguinte apresenta uma reta e três pontos A, B e C desta reta. O 
ponto C localiza-se entre A e B ou, equivalentemente, os pontos A e B estão 
separados pelo ponto C. 


A C B 

Figura 1.3 


A noção de que um ponto localiza-se entre dois outros é uma relação, 
entre pontos de uma mesma reta, que satisfaz aos axiomas IIi, II 2 e II 3 
apresentados a seguir. Estes são referidos como axiomas de ordem. 

Axioma IIi. Dados três pontos de uma reta, um e apenas um deles 
localiza-se entre os outros dois. 

1.2 Definição. O conjunto constituído por dois pontos A e B e por 
todos os pontos que se encontram entre A e B é chamado segmento AB. Os 
pontos A e B são denominados extremos ou extremidades do segmento. 

Muitas figuras planas são construídas usando-se segmentos. A mais sim¬ 
ples delas é o triângulo que é formada por três pontos que não pertencem a 
uma mesma reta e pelos três segmentos determinados por estes três pontos. 
Os três pontos são chamados vértices do triângulo e os segmentos, lados do 
triângulo. 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 



1.3 Definição. Se A e B são pontos distintos, o conjunto constituído 
pelos pontos do segmento AB e por todos os pontos C tais que B encontra-se 
entre A e C, é chamada de semi-reta de origem A contendo o ponto B, e é 
representado por S ab- O ponto A é então denominada origem da semi-reta 
S AB 


A B 

Figura 1.5 


*- 


Observe que dois pontos A e B determinam duas semi-retas S ab e S ba 
as quais contêm o segmento AB. 


Figura 1.6 


> 


1.4 Proposição. 

a) S ab U Sba é a reta determinada por A e B; 

b) Sab O S ba = ab. 


Prova, (a) Seja m a reta determinada por A e B. Como S ab e S ba são 
constituídas de pontos da reta m, então S ab U Sb^ C m. Por outro lado, se 
C é um ponto da reta m então, de acordo com o axioma IIi, uma das três 
possibilidades exclusivas ocorre: 

1) C está entre A e B 

2) A está entre B e C 

3) B está entre A e C 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 


No caso (1), C pertence ao segmento AB. no caso (2), C pertence a S ba] 
e no caso (3), C pertence Sab- Portanto, em qualquer caso, C pertence a 
S AB U S ba- 

A prova de (b) é deixada como exercício para o leitor. 

Axioma II 2 . Dados dois pontos A e B sempre existem: um ponto C 
entre A e B e um ponto D tal que B está entre A e D. 

Uma consequência imediata deste axioma é que, entre quaisquer dois 
pontos de uma reta, existe uma infinidade de pontos. Também é uma con¬ 
sequência dele que uma semi-reta S ab contém uma infinidade de pontos 
além daqueles contidos no segmento AB. 

Considere uma reta m e dois pontos A e B que não pertencem a esta 
reta. Diremos que A e B estão em um mesmo lado da reta m se o segmento 
AB não a intercepta. 

1.5 Definição. Sejam rn uma reta e A um ponto que não pertencem a 
m. O conjunto constituído pelos pontos de m e por todos os pontos B tais 
que A e B estão em uma mesmo lado da reta m é chamado se semi-plano 
determinado por m contendo A, e será representado por V m A 

Axioma II 3 . Uma reta m determina exatamente dois semi-planos dis¬ 
tintos cuja intercessão é a reta m. 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 


EXERCÍCIOS 


1. Sobre uma reta marque quatro pontos A, 
esquerda para a direita. Determine: 


B, C e D, em ordem, da 


a ) AB U BC 

b) AB n BC 

c) AC n BD 

d) AB n CD 


e ) Sab n Sbc 

f) Sab n Sad 

g) Scb n Sbc 
e ) Sab U Sbc 


2 . Quantos pontos comuns a pelo menos duas retas pode ter um conjunto 
de 3 retas no plano? E um conjunto de 4 retas do plano? 

3. Prove o item (b) da proposição (1.4). 

4. Prove a afirmação feita, no texto, de que existem infinitos pontos em 
um segmento. 

5. Sejam P = {a,b,c}, m\ = {a,b}, rri 2 = {a, c}, = {b, c}. Chame 

P de plano e m\, m? e m .3 de retas. Verifique que nesta “geometria” vale o 
axioma I 2 . 

Um subconjunto do plano é convexo se o segmento 
Definição: ligando quaisquer dois de seus pontos está totalmente 

contido nele. 

6 . Os exemplos mais simples de conjuntos convexos são o próprio plano 
e qualquer semi-plano. Mostre que a interseção de dois semi planos é um 
convexo. 

7. mostre que a intercessão de n semi-planos é ainda um convexo. 

8 . Mostre, exibindo um contra exemplo, que a união de convexos pode 
não ser um convexo. 

9. Três pontos não colineares determinam três retas. Quantas retas 
são determinadas por quatro pontos sendo que quaisquer três deles são não 
colineares? 

10. Repita o exercício anterior para o caso de 6 pontos. 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 


PROBLEMAS 


1. Discuta a seguinte questão utilizando apenas os conhecimentos geométricos 
estabelecidos, até agora, nestas notas: “Existem retas que não se itercep- 
tam” ? 


2. Prove que, se uma reta intercepta um lado de um triângulo e não 
passa por nenhum de seus vértices, então ela intercepta também um dos 
outros dois lados. 

3. Repita o exercício 2 para o caso de 5 e 6 retas. Faça uma conjectura 
de qual será a resposta no caso de n retas. 

4. Mostre que não existe um exemplo de uma “geometria” com 6 pontos, 
em que sejam validos os axiomas L e L e em que todas as retas tenham 
exatamente 3 pontos. 

5. Se C pertence a Sab e C / A, mostre que: Sab = Sac-, que BC C 
Sab e que A ^ BC. 

6 . Demonstre que a interseção de convexos ainda é um convexo. 

7. Mostre que um triângulo separa o plano em duas regiões, uma das 
quais é convexa. 

8 . Generalize os exercícios 11 e 12 para o caso de n pontos. 

9. Podem existir dois segmentos distintos tendo dois pontos em comum? 
E tendo exatamente dois pontos em comum? 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


OS AXIOMAS DE INCIDÊNCIA E ORDEM 


COMENTÁRIO 


Para se aprender a jogar algum jogo, tal como damas, firo, xadrez, etc., 
temos que, inicialmente, aprender as suas regras. Um pai tentando ensinar 
seu filho a jogar damas dirá algo como: “Este é o tabuleiro de damas e estas 
são as pedras com que se joga”, “São 12 para cada jogador”, “As pedras são 
arrumadas no tabuleiro assim.”, arrumará as pedras para o filho. Aí já terá 
recebido uma enxurrada de perguntas do tipo: “Por que as pedras só ficam 
nas casas pretas?”, “Por que só são doze pedras?”, “Eu acho mais bonitas 
as pedras brancas nas casa pretas e as pretas nas casas brancas, porque não 
é assim?”, e etc. 

Todas estas perguntas têm uma única resposta: Porque esta é uma das 
regras do jogo. Se alguma delas for alterada o jogo resultante, embora possa 
ser também muito interessante, não será mais o jogo de damas. 

Observe que, ao ensinar um tal jogo, você dificilmente deter-se-ia em 
descrever o que são as pedras. O importante são as regras do jogo, isto é, 
a maneira de arrumar as pedras no tabuleiro, a forma de movê-las, a forma 
de “comer” uma pedra do adversário, etc. Qualquer criança, apos dominar 
o jogo, improvisará tabuleiros com riscos no chão e utilizará tampinhas de 
garrafa, botões, cartões, etc., como pedras. 

Ao criar-se um determinado jogo é importante que suas regras sejam 
suficientes e constantes. Por suficiente queremos dizer que as regras devem 
estabelecer o que é permitido fazer em qualquer situação que possa vir a 
ocorrer no desenrolar de uma partida do jogo. Por consistente queremos 
dizer que as regras não devem contradizer-se, ou sua aplicação levará a 
situações contraditórias. 

Geometria, como qualquer sistema dedutivo, é muito parecida com um 
jogo: partimos com um certo conjunto de elementos (pontos, retas, planos) e 
é necessário aceitar algumas regras básicas que dizem respeito ás relações que 
satisfazem estes elementos, as quais são chamadas de axiomas. O objetivo 
final deste jogo é o de determinar as propriedades das figuras planas e dos 
sólidos no espaço. Tais propriedades, chamadas Teoremas ou Proposições, 
devem ser deduzidas somente através do raciocínio lógico a partir dos ax¬ 
iomas fixados ou a partir de outras propriedades já estabelecidas. 

De fato, existem várias geometrias distintas dependendo do conjunto de 
axiomas fixado. A geometria que iremos estudar nestas notas é chamada de 
Geometria Euclidiana, em homenagem a Euclides que a descreveu no seu 
livro, denominado “Elementos”. 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE SEGMENTOS 


CAPÍTULO 2 


AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE SEGMENTOS 


O instrumento utilizado para medir comprimento de segmentos é a régua 
graduada. Na figura abaixo o segmento AB mede 3cm, o segmento AC mede 
8 cm, e o segmento BC mede 5cm. 


A 


B 


C 


m 
0 1 

2 

3 

™F1 

4 

5 6 7 8 


Observe que ao ponto B, corresponde (na régua) o número 3 e ao ponto 
C, o numero 8. A medida do segmento BC é obtida pela diferença 8 — 3 = 5. 
E claro que a régua poderia ter sido colocada em muitas outras posições e 
números diferentes corresponderiam aos pontos B e C. No entanto, em cada 
caso, a diferença entre eles seria sempre 5 que é a medida do segmento BC. 

Estes fatos são introduzidos em nossa geometria através de axiomas. 

Axioma IIIi . A todo par de pontos do plano corresponde um número 
maior ou igual a zero. Este número é zero se e só se os pontos são coinci¬ 
dentes. 

O número a que se refere este axioma é chamado de distância entre os 
pontos ou é referido como o comprimento do segmento determinado pelos 
dois pontos. Está implícito no enunciado do axioma, a escolha de uma 
unidade de medida que será fixada de agora em diante ao longo destas notas. 

Axioma IIL. Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em 
correspondência biunívoca com os números reais, de modo que a diferença 
entre estes números meça a distância entre os pontos correspondentes. 

Este axioma bem poderia receber o apelido de axioma da “régua infinita” 
pois, ao estabelecer a correspondência biunívoca entre os números reais e 
os pontos da reta, a própria reta torna-se como que uma régua infinita que 
pode ser usada para medir o comprimento de segmentos nela contidos. 

Ao aplicarmos este axioma, o numero que corresponde a um ponto da 
reta é denominado coordenada daquele ponto. 




GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE SEGMENTOS 


De acordo com o axioma IIIi o comprimento de um segmento AB é sem¬ 
pre maior do que zero. Assim, se o e b são as coordenadas das extremidades 
deste segmento, o seu comprimento será a maior diferença entre o maior e 
o menor destes números. Isto é equivalente a tomar-se a diferença entre a 
e b em qualquer ordem e, em seguida, considerar o seu valor absoluto. Nós 
indicaremos o comprimento do segmento AB pelo símbolo AB. Portanto 

AB = \b — a\ 

Axioma III3 Se o ponto C encontra-se entre A e B então: 

ÃC + CB = ÃB 

Com a introdução dos axiomas IIIi, III2 e III3, podemos relacionar a 
ordenação dos pontos de uma reta, introduzida através dos axiomas IIi e 
II2, com a ordem dos números reais. Os números reais são a ordenação pela 
relação “menor do que” (ou pela relação “maior do que”), e faz sentido dizer- 
se que um número c está entre dois outros a e b, quando ocorre a < c < b 
ou b < c < a. 

2.1 Proposição. Se, em uma semi-reta S ab, consideramos um segmento 
AC com AC < AB, então o ponto C estará entre A e B. 

Prova. Certamente o ponto A não pode estar entre B e C, já que B e 
C estão na mesma semi-reta de origem A. Se o ponto B estivesse entre A e 
C então, pelo axioma III3, teríamos AB + BC = AC e, como consequência, 
AB < AC. Mas esta desigualdade é contrária a hipótese AC < AB. Por¬ 
tanto, é o ponto C que está entre A e B. 

Teorema: Sejam A, B e C pontos de uma mesma reta cujas coordenadas 
são, respectivamente a, b e c. O ponto C está entre A e B se e só se o numero 
c está entre a e b. 

Prova. Se C está entre A e B então, pelo axioma III3, tem-se que 
AC + CB = AB, ou seja 


c — a\ + \b — c\ = \a — b\ 


I o caso: Vamos supor inicialmente que a < b. Neste caso, da igualdade 
acima, obtêm-se 


c — a\ < b — a e \b — c\ < b — a 
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GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE SEGMENTOS 


Como consequência, c — a < b — a e b — c < b — a. Portanto, c < b e 
a < c. Assim, resulta que c está entre a e b. 

2 o caso: O caso em que b < a pode ser analisado de maneira análoga e 
é deixado a cargo do leitor. 

Reciprocamente, se o número c está entre os números a e b então: 

\c — a\ + \b — c\ = \a — b\ 

Segue-se daí que AC + CB = AB. Em particular 
ÃC <ÃB eCB <ÃB 


Considerando as semi-retas determinadas pelo ponto A. Se C e B per¬ 
tencem à mesma semi-reta, então é uma consequência da proposição anterior 
que C está entre A e B. Afirmo que C e B não podem pertencer as semi-retas 
distintas, isto é, não podem ser separados pelo ponto A. Se este fosse o caso, 
seria o ponto A que estaria entre B e C e teríamos BA + AC = BC. Mas 
daí resulta que BA < BC o que está em contradição com a desigualdade já 
obtida acima. Isto prova a afirmação e conclui a demonstração do teorema. 

2.3 Definição. Chamamos de ponto médio do segmento AB a um ponto 
C deste segmento tal que AC = CB. 

2.4 Teorema. Um segmento têm exatamente um ponto médio. 

Prova. ( Existência ) Sejam a e b as coordenadas das extremidades do 
segmento. Considere o numero c = (a + ò)/2. De acordo com o axioma IIL 
existe um ponto C da reta que têm c por coordenada. Como 



a + b 


a b 

AC = \a — c\ = 

a - 

= 



2 


2~ 2 


a + b 


a b 

CB = \c-b\ = 

- b 

= 



2 


2~ 2 


Concluímos que AC = CB. Como o numero (a + b )/2 está entre os 
números a e b, segue-se da proposição anterior que C está entre A e B. Logo 
C é o ponto médio de AB. 
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( Unicidade ) Seja C como obtido na prova da existência e seja C’ um outro 
ponto do segmento AB tal que AC = BC'. Sejam o, b e d as coordenadas 
dos pontos A, B e C’ respectivamente. Então teremos, 


(i) no caso em que a < d < b, 

c — a = b — c 


(ii) no caso em que b < d < a, 

a — c = c — b 


Em ambos os casos a conclusão é que 

, a + b 
C ~ 2 

Assim, em qualquer circunstância, d = c e, portanto, pelo axioma IIL, 
C = C\ Fica assim provada a unicidade do ponto médio. 

2.5 Observação. A noção de distância é uma das noções mais básicas 
da geometria. Pelo que já vimos ela satisfaz ás seguintes propriedades: 


1) Para quaisquer dois pontos A e B do plano, tem-se AB > 0 
Além disso, AB = 0 se e somente se A = B. 

2) Par quaisquer dois pontos A e B tem-se que AB = BA. Uma 
outra importante propriedade da distância é a desigualdade tri¬ 
angular. 

3) Para quaisquer três pontos do plano A, B e C, têm-se AC < 
AB + BC. Igualdade ocorre se e somente se C pertence ao in¬ 
tervalo AB. 


Esta desigualdade será demonstrada no capítulo 5 (veja o teorema (5.10)) 
como consequência dos 4 primeiros grupos de axiomas. 
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AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE SEGMENTOS 


2.6 Definição. Seja A um ponto do plano e r um numero real positivo. 
O circulo de centro A e raio ré o conjunto constituído por todos os pontos 
B do plano tais que AB = r. 



É uma consequência do axioma IIL que podemos traçar um círculo com 
qualquer centro e qualquer raio. 

Todo ponto C que satisfaz a desigualdade AC < r é dito estar dentro 
do círculo. Se, ao invés, AC > r, então C é dito estar fora do círculo. O 
conjunto dos pontos que estão dentro do círculo é chamado de disco de raio 
r e centro A. 

E também uma consequência do axioma III 2 que o segmento de reta 
ligando um ponto de dentro do círculo com um ponto fora do mesmo têm 
um ponto em comum com o círculo. 
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AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE SEGMENTOS 


EXERCÍCIOS 


1. Sejam A, B, C pontos de uma reta. Faça um desenho representando- 
os, sabendo que AB = 3, AC = 2 e BC = 5. 

2 . Repita o exercício anterior, sabendo que C está entre A e B e que 
ÃB = 7 e ÃC = 5. 

3. Desenhe uma reta e sobre ela merque dois pontos A e B. Suponha 
que a coordenada do ponto A seja zero e a do ponto B seja um. Marque 
agora dois pontos cujas coordenadas são 3, 5, 5/2, 1/3, 3/2, 2, -1, -2, -5, 
-1/3, -5/3. 

4. Sejam A\ e A 2 pontos de coordenadas 1 e 2. Dê a coordenada do 
ponto médio A% do segmento A 1 A 2 . Dê a coordenada do plano médio A 4 do 
segmento A2A3. Dê a coordenada A 5 do ponto médio do segmento A3A4. 

5. Prove que, se ^ | então 



u \ a-\-b _ c-\-d a—b _ c—d 

U )a~d^a~c 

q+6 _ c-\-d „ a—b _ c—d 

W ò d ^ b d 

6 . Se p é ponto de intercessão de círculos de raio r e centros em A e B, 
mostre que PA = PB. 

7. Usando uma régua e um compasso, descreva um método para con¬ 
strução de um triângulo com dois lados de mesmo comprimento. (Um tal 
triângulo é chamado de triângulo isósceles). 

8 . Descreva um método para construção de um triângulo com os três 
lados de mesmo comprimento. 

9. Mostre que, se a < b então a < (a + b)/2 e b > (a + b)/ 2. 

10. E possível desenhar se um triângulo com lados medindo 3, 8 e 5? 

11. O círculo de raio r± centrado em A intercepta o círculo de raio r 2 
centrado em B em exatamente dois pontos. O que se pode afirmar sobre 
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ABI 

12. Considere um circulo de raio r e centro A. Sejam B e C pontos deste 
círculo. O que se pode afirmar sobre o triângulo ABC? 

13. Considere um círculo de raio r e centro O. Seja A um ponto deste 
círculo e seja B um ponto tal que o triângulo OAB é equilátero. Qual é a 
posição do ponto B relativamente ao círculo? 

14. Dois círculos de mesmo raio e centros A e B se interceptam em dois 
pontos C e D. O que pode ser afirmado sobre os triângulos ABC e ACD? E 
sobre o quadrilátero ACBD? 
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PROBLEMAS 


1. Dado um segmento AB mostre que existe e é único, um ponto C entre 

. m(AC ) , ... 

A e B tai que — - —— = a onde a e qualquer real positivo. 
m[BG) 

2 . Descreva um método para obter uma boa aproximação do comprimento 
de um círculo. 

3. Prove a seguinte afirmação feita no texto: o segmento de reta ligando 
um ponto fora de um circulo com um ponto dentro do mesmo, têm um ponto 
em comum com o circulo. 

4. Dado dois pontos A e B e um numero real r maior do que m(AB), o 
conjunto dos pontos C satisfazendo a m(CA ) + m(CB) = r é chamado de 
elipse. Estabeleça os conceitos de região interior e de região exterior a uma 
elipse. 

5. Um conjunto M de pontos do plano é limitado se existe um circulo 
C tal que todos os pontos de M estão dentro de C. Prove que qualquer 
conjunto finito de pontos é limitado. Prove também que segmentos são 
limitados, conclua o mesmo para triângulos. 

6 . Prove que a união de uma quantidade finita de conjuntos limitados é 
ainda um conjunto limitado. 

7. Mostre que dado um ponto P e um conjunto limitado M, então existe 
um disco com centro em P que contém M. (Observação: estamos admitindo 
a validade da desigualdade triangular). 

8 . Prove que as retas são conjuntos ilimitados. (Sugestão: use o prob¬ 
lema 7.) 
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COMENTÁRIO 


As primeiras noções geométricas surgiram quando o homem viu-se com¬ 
pelido a efetuar medidas, isto é, a comparar distâncias e a determinar as 
dimensões dos corpos que o rodeavam. Egípcios, Assirios e Babilónicos já 
conheciam as principais figuras geométricas e a noção de ângulo que usavam 
nas medidas de área e na Astronomia. 

A maior parte do desenvolvimento da Geometria resultou dos esforços 
feitos, através de muito séculos, para construir-se um corpo de doutrina 
lógica que correlaciona-se os dados geométricos obtidos da observação e me¬ 
dida. Pelo tempo de Euclides (cerca de 300 a.C) a ciência da Geometria 
tinha alcançado um estágio bem avançado. Do material acumulado Euclides 
compilou os seus “Elementos”, um dos mais notáveis livros já escritos. 

A geometria, como apresentada por Euclides, foi o primeiro sistema de 
ideias desenvolvido pelo homem, no qual umas poucas afirmações simples 
são admitidas sem demonstração e então utilizadas para provar outras mais 
complexas. Um tal sistema é chamado dedutivo. A beleza da Geometria, 
como um sistema dedutivo, inspirou homens, das mais diversas áreas, a 
organizarem sua ideias da mesma forma. São exemplos disto o “Principia” 
de Sir Issac Newton, no qual ele tenta apresentar a Física como um sistema 
dedutivo, e a “Ética” do filosofo Spinoza. 
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CAPÍTULO 3 


AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE ÂNGULOS 


3.1 Definição. Chamamos de ângulo a figura formada por duas semi- 
retas com a mesma origem. 



Figura 3.1 


As semi reas são chamadas de lados do ângulo e a origem comum, de 
vértice do ângulo. Um ângulo formado por duas semi retas de um mesma 
reta é chamado de ângulo raso. 


■4 -•-► 

A 

Figura 3.2 

Existem várias maneiras distintas de representar um ângulo. Por ex¬ 
emplo, o ângulo da figura (3.3) pode ser designado por BAC ou CBA. Ao 
utilizarmos esta notação, a letra indicativa do vértice deve sempre aparecer 
entre as outra duas, as quais representam pontos das semi-retas que formam 
o ângulo. 
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Quando nenhum outro ângulo exibido tem o mesmo vértice, pode-se 
usar apenas as letras designativa do vértice para representar o ângulo. Por 
exemplo, o ângulo da figura (3.3) poderia ser representado simplesmente por 
A. Em qualquer dos dois casos considerados a letra designativa do vértice 
levará sempre um acento circunflexo. Também é comum a utilização de letras 
gregas para representação de ângulos. Neste caso é conveniente escrever a 
letra designativa do ângulo próximo do seu vértice, como indicado na figura 
abaixo. 



Os ângulos são medidos em graus com o auxilio de um transferidor. 
Na figura seguinte, o ângulo BÂC mede 20° (vinte graus) Observe que, de 
maneira análoga ao que ocorre no caso da medição de segmentos, o trans¬ 
feridor pode ser colocado de várias maneiras diferentes, no entanto, o valor 
da medida do ângulo BAC será sempre 20° 



A maneira de introduzir a medição de ângulos na geometria é através 
dos axiomas apresentados a seguir. Observe que eles têm enunciados semel¬ 
hantes aos dos axiomas sobre medição de segmentos. 

Axioma III4 Todo ângulo tem uma medida maior ou igual a zero. A 
medida de ângulo é zero se e somente se ele é constituído por duas semi-retas 
coincidentes. 
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Para facilitar o enunciado do próximo axioma, vamos dar a seguinte 
definição: 

3.2 Definição. Diremos que uma semi-reta divide um semi-plano se 
ela estiver contida no semi-plano e sua origem for um ponto da reta que o 
determina. 

Axioma III 5 . É possível colocar, em correspondência biunívoca, os 
números reais entre zero e 180 e as semi-retas de mesma origem que dividem 
um dado semi-plano, de modo que a diferença entre este numero seja a 
medida do ângulo formado pelas semi-retas correspondentes. 



Figura 3.6 

Ao fazermos tal correspondência chamamos o numero que corresponde 
a uma dada semi-reta de coordenada da semi-reta. Na figura (3.6) acima, a 
semi-reta Soa tem coordenada 60, a semi-reta Sob tem coordenada 125. De 
acordo com o axioma III 5 a medida do ângulo AÒB é 125 — 60 = 65. Este é 
um fato geral. Se a e b forem coordenadas dos lados do ângulo AOB, então 
\a — b\ é a medida deste ângulo. Indicaremos um ângulo e a sua medida pelo 
mesmo simbolo. Assim escreveremos de uma maneira geral 

AÔB = \a-b\ 

Para significar que \a — b\ é a medida do ângulo AÔB. Observe que as 
semi-retas que formam um ângulo raso serão sempre numeradas por 0 e 180 
sendo a medida de tais ângulos sempre 180°. 

3.3 Definição. Sejam Soa, Sob e Soc semi-retas de mesma origem. 
Se o segmento AB interceptar Soc diremos que Soc divide o ângulo AOB. 

Axioma IHç. e uma semi reta Soc divide um ângulo AÒB , então 

AÔB = AÔC + CÔB 
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3.4 Definição. Dois ângulos são ditos suplementares se a soma de suas 
medidas é 180°. O suplemento de um ângulo é o ângulo adjacente ao ângulo 
dado obtido pelo prolongamento de um de seus lados. 



É claro que um ângulo e seu suplemento são ângulos suplementares. É 
também evidente que, se dois ângulos tem a mesma medida, então o mesmo 
ocorre com seus suplementos. 

Quando duas retas distintas se interceptam, formam se quatro ângulos, 
como indicado na figura abaixo. Os ângulos AOB e DOC são opostos pelo 
vértice. Do mesmo modo o são os ângulos AOD e BOC. 



3.5 proposição. Ângulos opostos pelo vértice têm a mesma medida. 

Prova. De fato, se AOB e DOC são ângulos opostos pelo vértice, então 
eles tem o mesmo suplemento: AOD. Logo 


AÔB + AÔD = 180° 
DÔC + AÔD = 180° 


Portanto AÔB = 180° — AÔD = DÔC 
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3.6 Definição. Um ângulo cuja medida é 90° é chamado de ângulo 
reto. 

E claro que o suplemento de um ângulo reto é também um ângulo reto. 
Quando duas semi retas se interceptam, se um dos quatro ângulos formados 
por elas for reto, então todos os outros também o serão. Neste caso diremos 
que as retas são perpendiculares. 

3.7 Teorema. Por qualquer ponto de uma reta passa uma única reta 
perpendicular a esta reta. 

Prova. ( Existência ). Dada uma reta m e um ponto A sobre ela, as 
duas semi-retas determinadas por A formam um ângulo raso. Considere um 
dos semi planos determinados pela reta m. De acordo com axioma III 5 , 
entre todas as semi retas com origem A, que dividem o semi-plano fixado, 
existe uma cuja coordenada será o numero 90. Esta semi-reta forma, com 
as duas semi retas determinadas pelo ponto A sobre a reta m, ângulos de 
90°. Portanto ela é perpendicular a reta m 

( Unicidade ). Suponha que existissem duas retas n e n' passando pelo 
ponto A e perpendiculares a m. Fixe um dos semi-planos determinados por 
m. As intercessões da retas n e n' com este semi-plano são semi-retas que 
formam um ângulo a e, como na figura abaixo, formam outros dois ângulos 
/3 e 7 com as semi retas determinadas pelo ponto A na reta m. 



Figura 3.9 


Como n e n' são perpendiculares a m então /3 = 7 = 90°. Por outro lado, 
devemos ter a + /3 + 7 = 180°. Por outro lado, devemos ter a + /3 + 7 = 180°. 
Logo a = 0 o e as retas n e n' coincidem. 
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EXERCÍCIOS 


1. Mostre que se um ângulo e seu suplemento têm a mesma medida 
então o ângulo é reto. 

2. Um ângulo é chamado agudo se mede menos de 90°, e é obtuso se 
mede mais de 90°. Mostre que o suplemento de um ângulo agudo é obtuso. 

4. Dois ângulos são ditos complementares se sua soma é um ângulo reto. 
Dois ângulos são complementares e o suplemento de um deles mede tanto 
quanto o suplemento do segundo mais 30°. Quanto medem os dois ângulos? 

5. Uma poligonal é uma figura formada por uma sequencia de pontos A\, 
A 2 , ..., A n e pelos segmentos A 1 A 2 , A 2 A 3 , A^A^...,A n ^\A n . Os pontos 
são os vértices da poligonal e os segmentos são os seus lados. Desenhe a 
poligonal ABCD sabendo que: AB = BC = CD = 2.cm, AÊC = 120° e 
BCD = 100°. 

6. Um polígono é uma poligonal em que as seguintes 3 condições são 
satisfeitas: a) A n = Ai, b) os lados da poligonal se interceptam somente em 
suas extremidades e c) dois lados com a mesma extremidade não pertencem 
a uma mesma reta. Das 4 figuras, seguintes, apenas duas são polígonos. 
Determine quais são elas. 




C 


C 



Um polígono de vértice Ai, A 2 , ..., A n +1 = A\, será representado por 



GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


AXIOMAS SOBRE MEDIÇÃO DE ÂNGULOS 


A 1 AA 2 A 3 , ..-An- Ele tem n lados, n vértices e n ângulos. 


7. Desenhe um polígono de 4 lados ABCD tal que AB = BC = CD = 
DA = 2cm, com AÊC = vlDU = 100° e com BCD e iL4Z) = 80°. 

8. O segmento ligando os vértices não consecutivos de um polígono é 
chamado uma diagonal do polígono. Faça o desenho de um polígono de seis 
lados. Em seguida desenhe todas as suas diagonais. Quantas diagonais terá 
um polígono de 20 lados? E de n lados? 

9. Um polígono é convexo se está sempre contido em um dos semi-planos 
determinados pelas retas que contêm os seus lados. Na figura seguinte o 
polígono (a) é convexo e o (b) é não convexo. 




Polígonos convexos recebem designações especiais. São as seguintes as 
designações dadas a estes polígonos de acordo com seu número de lados, até 
10 lados. 


n° de lados 

nome do polígono convexo 

3 

triângulo 

4 

quadrilátero 

5 

pentágono 

6 

hexágono 

7 

heptágono 

8 

octágono 

9 

nonágono 

10 

decágono 


10. Descreva um método, em que se faça uso apenas de um compasso 
e de uma régua não numerada, de construção de um quadrilátero com os 
quatro lados de mesmo comprimento. Estenda seu método para o caso de 5 
lados. 
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PROBLEMAS 


1. Dado um ângulo AÕB mostre que existe uma única semi-reta Soc 
tal que AOC = COB. A semi reta Soc é chamada de bissetriz do ângulo 
AÔB. 

2. Mostre que as bissetrizes de um ângulo e do seu suplemento são 
perpendiculares. 

3. Dado um ângulo AOB e um número real positivo a, 0 < a < 1, mostre 
que existe uma única semi-reta Soc tal que COB = a-AOB 

4. De quantos graus move-se o ponteiro dos minutos enquanto o ponteiro 
das horas percorre um ângulo raso. 

5. Descreva um processo pelo qual um desenhista, sem usar um transferi¬ 
dor, possa “copiar” um ângulo, isto é, dado um ângulo desenhado em uma 
folha de papel, desejamos estabelecer um procedimento pelo qual possamos 
desenhar um outro ângulo que seja congruente ao primeiro, isto sem fazer 
uso de um transferidor. 

6. Uma alternativa para definir um ângulo é o de considerar a intercessão 
de semi-planos. Formalize esta ideia. Relacione com nossa definição. 
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COMENTÁRIO 


No segundo e primeiro milênios antes de Cristo, floresceram na Mesopotâmia 
(a região entre os rios Eufrates e Tigre, o que hoje é aproximadamente o 
Iraque) várias civilizações conhecidas, de um modo geral, como civilização 
babilónica. Entre elas, a civilização Suméria, que teve seu ápice no segundo 
milênio a.C., e a civilização que se desenvolveu em torno da cidade chamada 
Babilônia no primeiro milênio a.C. Os babilônios absorveram grande parte 
da cultura matemática egípcia e a ela acrescentaram suas próprias conquis¬ 
tas. Entre estas, figura o total desenvolvimento da álgebra elementar e a 
invenção de um sistema de numeração em que os algarismos têm um valor 
de posição na grafia dos números. Este método de escrever os números, in¬ 
felizmente não foi absorvido pelas civilizações que se seguiram à civilização 
babilónica. Em passado mais recente ele foi descoberto pelos hindus de quem 
o importamos, através dos árabes. 

Enquanto a base de numeração indu era decimal, exatamente como uti¬ 
lizamos hoje, a base de numeração babilónica era sexagesimal. Isto significa 
que eles utilizavam 60 símbolos (algarismos) distintos para escrever todos os 
números. Infelizmente o zero era representado por uma lacuna o que tornava, 
a leitura de alguns números, confusa. Talvez esta tenha sido a dificuldade 
essencial, que levou este sistema a não ser absorvido pelas civilizações que 
o sucederam a civilização babilónica. 

Para este povo, que utilizava um sistema de numeração de base 60, foi 
muito natural dividir o círculo em 360 partes (grau), e cada uma destas 
partes em 60 partes (minuto) e repetir o processo para estas subpartes. 
Assim o “grau” é uma invenção dos babilônios, que entram para a história 
da ciência matemática, com uma contribuição importante que utilizamos até 
hoje. 
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CAPÍTULO 4 


CONGRUÊNCIA 


4.1 Definição. Diremos que dois segmentos AB = CD são congruentes 
quando AB = CD; diremos que dois ângulos A e B são congruentes se eles 
têm a mesma medida. 

Observe que, com esta definição, as propriedades da igualdade de números 
passam a valer para a congruência de segmentos e de ângulos. Como con¬ 
sequência, um segmento é sempre congruente a ele mesmo e dois segmentos, 
congruentes a um terceiro, são congruentes entre si. O mesmo valendo para 
ângulos. 

Par simplificar ao máximo a nossa notação, iremos utilizar o símbolo 
“=” para significar congruente. Assim AB = CD deve ser lido como AB 
é congruente a CD e A = B deve ser lido como ângulo A é congruente 
ao ângulo B. Em geral não haverá perigo de confusão com a igualdade 
de números ou de conjuntos. Quando houver, reforçaremos com palavras o 
significado do simbolo. 

4.2 Definição. Dois triângulos são congruentes se for possível estabele¬ 
cer uma correspondência biunívoca entre seus vértices de modo que lados e 
ângulos correspondentes sejam congruentes. 



Figura 4.1 


Se ABC e EFG são dois triângulos congruentes e se 

Ao E 
B o F 
C o G 
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é a correspondência que define a congruência, então valem, simultanea¬ 
mente, as seis relações seguintes: 


AB = EF BC = FG AC = EG 

Â = Ê B = F C = C 


Se, nos triângulos abaixo, considerarmos a correspondência C F, B «->■ D 
e A E, verificamos que C = F, B = D, Â = Ê, CB = FD, BA = DE e 
AC = EF. Portanto, os triângulos CBA e FDE são congruentes. 


C 



Escrevemos ABC = EFG para significar que os triângulos ABC e EFG 
são congruentes e que a congruência leva A em E, B em F e C em G. 

Axioma IV. Dados dois triângulos ABC e EFG , se AB = EF, AC = 
EG e Â = Ê então ABC = EFG. 

Observe que, de acordo com a definição (4.2), para verificarmos se dois 
triângulos são congruentes temos que verificar seis relações: congruência dos 
três pares de lados e congruência dos três pares de ângulos correspondentes. 
O axioma acima afirma que é suficiente verificar apenas três delas, ou seja: 


AB = EF 'j ( 

AC = EG l => l AB = EF, AC = EG, BC = FG 
A = E J { A = E, C = G, B = F 

Este axioma é conhecido como primeiro caso de congruência de triângulos. 
Outro dois casos serão apresentados a seguir. 
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4.3 Teorema (2 caso de congruência de triângulos). Dados dois 
triângulos ABC e EFG , se AB = EF, Ã = Ê e B = F, então ABC = EFG. 

Prova. Sejam ABC e EFG dois triângulos tais que AB = EF, À = E 
e B = F. Seja D um ponto da semi-reta Sac tal que AD = EG. 


C G 



Considere o triângulo ABD e o compare com triângulo EFG. Como 
AD = EG, AB = EF e A = E, concluímos, pelo axioma IV, que ABD = 
EFG. Como consequência, tem-se que ABD = F. Mas, por hipótese, F = 
ABC. Logo AÊD = ABC. 

Consequentemente as semi-retas Sbd e Sbc coincidem. Mas então o 
ponto D coincide com o ponto C e, portanto, coincidem os triângulos ABC 
e ABD. Como já provamos que ABD = EFG, então ABC = EFG. 

4.4 Definição. Um triângulo é dito isósceles se tem dois lados congru¬ 
entes. Estes lados são chamados de laterais, e o terceiro lado é chamado de 
base. 

4.5 Proposição. Em um triângulo isósceles os ângulos da base são 
congruentes. 

Prova. Seja ABC um triângulo em que AB = AC. Pretende-se provar 
que B = C. Para isso compare o triângulo ABC com ele mesmo fazendo 
corresponder os vértices da seguinte maneira: 

A, B ^ C e C ^ B. 


Por hipótese, AB = AC e AC = AB. Como 
A = A, segue-se (pelo axioma IV) que esta corre¬ 
spondência define uma congruência. Como con¬ 
sequência tem-se B = C. 


A 



Figura 4.4 
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Caso o leitor tenha alguma dificuldade em seguir o raciocínio acima, deve 
desenhar duas cópias do triângulo ABC e repetir o raciocínio para estes dois 
triângulo. 

4.6 Proposição. Se, em um triângulo ABC , tem-se dois ângulos con¬ 
gruentes, então o triângulo é isósceles. 

Prova. Seja ABC em triângulo em que B = C. Vamos mostrar que 
AB = AC. Novamente comparemos o triângulo ABC com ele próprio, 
fazendo corresponder os vértices como na prova da proposição anterior, isto 
é: A -H- A, C -H- C, e C -H- B. Como B = C e C = B por hipótese, e 
BC = CB, segue-se (pelo teorema(4.3)) que seja correspondência define 
uma congruência. Como consequência AB = BC. 

4.7 Definição. Seja ABC um triângulo e seja D um ponto da reta 
que contem B e C. O segmento AD chama-se mediana do triângulo rela¬ 
tivamente ao lado BC , se D for o ponto médio de BC. O segmento AD 
chama-se bissetriz do angulo À se a semi-reta Sad divide o angulo CAB em 
dois ângulos iguais, isto é, se CAD = DAB. O segmento AD chama-se al¬ 
tura do triângulo relativamente ao lado BC , se AD for perpendicularmente 
a reta que contém B e C. 

Na figura (4.5), em (a) AD é mediana, em (b) AD é bissetriz, e em (c) 
AD é altura. 



Figura 4.5 

4.8 Proposição. Em triângulos isósceles e mediada relativamente a 
base é também bissetriz e altura. 

Prova. Seja ABC um triângulo isósceles cuja base é AB. Seja CD 
sua mediada relativamente à base. Deve-se provar que A CD = BCD e que 


29 




GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


CONGRUÊNCIA 


ADC é um angulo reto. Para isto considere os triângulos ADC e BDC. 
Como AD = BD (já que CD é mediana), AC = BC (já que o triângulo é 
isósceles com base AB) e A = B (de acordo com a proposição anterior), então 
ADC = BC D. Segue se daí que A CD = BCD. A primeira igualdade nos 
diz que CD é bissetriz do angulo ACB. Como ADB é um angulo raso e CD A 
= BDC então CD A + BDC = 180°. Como já sabemos que CD A = BDC 
então concluímos que CD A = BDC = 90° . Portanto CD é perpendicular 
a AB. isto conclui a prova da proposição. 


C 



Figura 4.6 


4.9 Teorema (3 o caso de congruência de triângulos). Se dois 
triângulos tem três lados correspondentes congruentes então os triângulos 
são congruentes. 

Prova. Sejam ABC e EFG dois triângulos tais que AB = EF, BC = 
FG e AC = EG. Vamos provar que ABC = EFG. 



Para isto, construa, a partir da semi-reta Sab e no semi-plano oposto ao 
que contém o ponto C, um ângulo igual ao ângulo E. No lado deste angulo 
que não contém o ponto B, marque um ponto D tal que AD = EG e ligue 
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D a B. Como AB = EF (por hipótese), AD = EG (por construção) e 
DAB = E (por construção), então ABD = EFG. Vamos agora mostrar 
que os triângulos ABD e ABC são congruentes. Par isto trace CD. Como 
AD = EG = AC e DB = FG = BC, então os triângulos ADC e BDC são 
isósceles. Segue-se que ADC = ACD e CDB = DCB e logo que ADB = 
ACB. Mas então, pelo primeiro caso de congruência de triângulos, podemos 
concluir que ABD = EFG, concluímos que ABC = EFG. 
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EXERCÍCIOS 


1. Desenhe um triângulo. Construa agora um outro triângulo congruente 
ao que você desenhou. Descreva o procedimento. 

2. Construa um triângulo ABC sabendo que AB = 7.5cm, BC = 8.2cm 
e ABC = 80°. Meça o comprimento de BC e os outros ângulos do triângulo. 


3. Na figura ao lado os ângulos a e (3 são 
iguais. Mostre que AC = BC. 



4. Na figura a baixo tem se AB = AC e BD = CE Mostre que: 



a) ACD = ABE 

b) BCD = CÔE 

5. Três sarrafos de madeira são pregados, dois a dois, de modo a formar 
um triângulo, com somente um prego em cada vértice, como indicado na 
figura seguinte 
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A figura assim obtida é rígida? Porque? 

Para comparação construa um quadrilátero com quatro sarrafos e um 
prego em cada vértice. E esta figura rígida? 

6. Explique porque é usual reforçar-se um portão com uma trave na 
diagonal como indicado esquematicamente na figura seguinte. 



7. Na figura abaixo, AC = AD e AB é a bissetriz do ângulo CAD prove 
que os triângulos ACB e ADB são congruentes. 



D 


8. Na figura abaixo o ponto A é ponto médio dos segmentos CB e DE. 
Prove que os triângulos ABD e ACE são congruentes. 
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B 


9. Na figura abaixo os ângulos Á e C são retos e o segmento DE corta 
CA no ponto médio B de CA. Mostre que DA = CE. 



10. Da figura abaixo sabe se que OC = OB , OD = O A e BÔD = CÔA. 
Mostre que CD = BA. 


C B 



11. Faça uma demonstração diferente da Proposição 
da solução do exercício 4. 


(4.5) fazendo uso 
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PROBLEMAS 


1. Na figura abaixo CMA é um ângulo reto e M é ponto médio de AB. 
Mostre que CA = CB. 


A 


c 

M 




B 


2. A região marcada com um M representa um lago. Descreva um 
processo pelo qual será possível medir a distância entre os pontos A e B. 
(Qualquer medição fora do lago é possível) 



3. Mostre que, se um triângulo tem os três lados congruentes, então tem 
também os três ângulos congruentes. 


4. Na figura abaixo ABD e BC D são triângulos isósceles com base DB. 
Prove que os ângulos ABC e ADC são congruentes. 


B 



5. Usando a mesma figura, (do exercício 4), mostre que também a reta 
AC é bissetriz de BAD e perpendicular a DB. 

6. Na figura abaixo, ABD e BC D são triângulos isósceles com base BD. 
Prove que ABC = ADC e que AC é bissetriz do ângulo BCD. 
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C 


D 


7. Justifique o seguinte procedimento para determinação do ponto médio 
de um segmento, “seja AB um segmento. Com um compasso centrado em 
A, desenhe um circulo de raio AB. Descreva outro circulo de mesmo raio 
e centro em B. Estes dois círculos se interceptam em dois pontos. Trace a 
reta ligando estes dois pontos. A interceção desta reta com o segmento AB 
será o ponto médio de AB.” 

8. Na construção acima é realmente necessário que os dois círculos ten¬ 
ham raio AB7 

9. Mostre que, na construção descrita no problema 8, acima, a reta que 
determina o ponto médio de AB é perpendicular a AB. 

10. Utilize a ideia da construção descrita no problema 8 e proponha um 
método de construção de uma perpendicular a uma reta dada passando por 
um ponto desta reta. 

11. Na figura abaixo tem-se AD = DE , Â = DÊC e ADE = BDC. 
Mostre que os triângulos ADB e EDO são congruentes. 


D C 



12. Num triângulo isósceles ABC , com base BC, a bissetriz do ângulo 
A é perpendicular à base e é mediana. 
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COMENTÁRIO 


Foi na Grécia que surgiu, pela primeira vez na história, a figura do ci¬ 
entista profissional. Aquele homem devotado à busca de conhecimento e 
recebendo um salário para fazer isto. Alguns dos nomes mais representa¬ 
tivos desta classe, durante a civilização grega, viveram em Alexandria, onde 
Ptolomeu I fez erigir um grande centro de pesquisas denominado “Museo”, 
com sua famosa biblioteca. Ali, a tradição grega em ciências e Literatura foi 
preservada e desenvolvida. O sucesso desse empreendimento foi considerável. 

Entre os primeiros pesquisadores associados com o Museo de Alexan¬ 
dria está Euclides, um dos maiores matemáticos mais influentes de todos os 
tempos. Euclides aparentemente recebeu sua educação matemática em Ate¬ 
nas, dos discípulos de Platão, e sua principal obra intitula-se: “Elementos”, 
(composto de 23 volumes). Este trabalho deve ter se tornado um clássico 
logo após sua publicação. Certamente, desde os tempos de Arquimedes, ele 
era constantemente referido e utilizado como texto básico. Ao lado da bíblia 
é sem dúvida o livro mais reproduzido e estudado de todos os que já foram 
escritos na história do mundo ocidental. Mais de 1.000 edições dele já foram 
produzidas desde a invenção da imprensa e, antes disto, cópias manuscritas 
dominavam todo o ensino de matemática. A geometria ensinada na escola 
secundária é, frequentemente, cópia quase literal de 8 ou 9 dos 13 volumes 
que o constituem. O próprio texto que o leitor tem em mãos contem muitas 
demonstrações que são, exceto pela linguagem, parte dos “Elementos”. 

Certamente Euclides não criou toda a geometria contida nos seus “Ele¬ 
mentos” . 

Seu trabalho foi muito mais aquele de um compilador, desejoso de colocar 
em um único texto, três das grandes descobertas gregas: 

a) a teoria de Eudoxio das proporções (livro V). 

b) a teoria de Teteto dos irracionais (livro X) e 

c) a teoria dos cinco corpos regulares que ocupava lugar de destaque na 
cosmologia de Platão. 

Foi, no entanto, a aplicação sistemática do método dedutivo para desen¬ 
volver a geometria à partir de alguns fatos básicos tomados como axiomas, 
que, sem duvida, teve o maior impacto e influencia sobre o ensino e sobre a 
maneira de fazer ciência a partir de então. 
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CAPÍTULO 5 


O TEOREMA DO ÂNGULO EXTERNO E SUAS 
CONSEQUÊNCIAS 


5.1 Definição. Se ABC é um triângulo, os seus ângulos ABC , BBA 
e CAB são chamados de ângulos internos ou simplesmente de ângulos do 
triângulo. Os suplementos destes ângulos são chamados de ângulos externos 
do triângulo. 


B 



Figura 5.1 


Na figura acima o ângulo BÀD é um ângulo externo do triângulo ABC 
adjacente ao ângulo interno CAB. 

5.2 Teorema (ângulo externo). Todo ângulo externo de um triângulo 
mede mais do que qualquer dos ângulos internos a ele não adjacentes. 

Prova Seja ABC um triângulo. Na semi reta Sqa marque um ponto D 
tal que A esteja entre C e D, como indicado na figura 5.2. Devemos prova 
que BAD > B e BAD > C. Vamos inicialmente provar que BAD > B. Para 
isto considere o ponto médio E do segmento AB. 
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Na semi reta Sce, marque um ponto F tal que CE = EF. Trace AF. 
Compare os triângulos CEB e FAE. Como BE = AE (Já que E é o 
ponto médio de AB), CE = EF (por construção) e BEC = AEF (por serem 
opostos pelo vértice), segue-se que BEC = AEF. Consequentemente B = 
EAF. Como a semi-reta S/\p divide o ângulo BAD , então EAF < BAD. 
Portanto, B < BÀD. Deixamos a cargo do leitor a prova de que BÀD > C. 

5.3 Proposição. A soma das medidas de quaisquer dois ângulos inter¬ 
nos de um triângulo é menor do que 180°. 

Prova. Seja ABC um triângulo. Vamos mostrar que B + C < 180°. 
Seja 6 o ângulo externo deste triângulo com vértice em C. Pela proposição 
anterior temos que 


9 > B 


Como 6 e C são suplementares, então 6 + C = 180°. Portanto, 


B + C=0 + C= 180° 


5.4 Corolário. Todos triângulos possui pelo menos dois ângulos inter¬ 
nos agudos. 

Prova. De fato, se um triângulo possuísse dois ângulos não agudos, sua 
soma seria maior ou igual a 180°, o que não pode ocorrer de acordo com a 
proposição anterior. 

5.5 Corolário Se duas retas distintas m e n são perpendiculares a uma 
terceira, então m e n não se interceptam. 
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Prova. Se m e n se intercep¬ 
tassem formar-se-ia um triângulo com 
dois ângulos retos, o que é absurdo pelo 
corolário anterior. 

Figura 5.3 

5.6 Definição. Duas retas que não se interceptam são ditas paralelas. 
A proposição seguinte fornece um método de construção de retas per¬ 
pendiculares. Como consequência da proposição acima, este método pode 
ser utilizado para construção de retas paralelas. 

5.7 Proposição. Por um ponto fora de uma reta passa uma e somente 
uma reta perpendicular a reta dada. 

Prova. ( Existência ). Seja m uma reta e A um ponto fora desta reta. 
Tome sobre m dois pontos B e C distintos. Trace AB. Se AB já é per¬ 
pendicular a m, terminamos a construção. Caso contrário, considere, no 
semi-plano que não contém A, uma semi-reta com vértice B formando com 
Sbc uma ângulo congruente a ABC. Nesta semi-reta tome um ponto A 1 
tal que BA' = BA. O segmento AA' é perpendicular a m. De fato, como 
BA = BA' , o triângulo ABA' é isósceles. Como ABA ’ é isósceles. Como 
ABC = CBA' , então BC é bissetriz do ângulo ABA'. Segue-se, então, que 
BC é perpendicular a AA!. 


/ 

/ 

/ 

A 



/ 

/ 

/ 

_ m' _ 



m 

B " . ^ 

\ 


C 


N 

A' 




Figura 5.4 


(Unicidade ) Se existissem duas retas distintas passando pelo ponto A e 
sendo ambas perpendiculares a reta to, formar-se-ia um triângulo com dois 
ângulos, retos o que é um absurdo de acordo com o corolário (5.4). 
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O ponto A! obtido a partir de A e m na construção acima (vide figura 
(5.4)), é chamando de reflexo do ponto A relativamente à reta m. O reflexo 
é caracterizado pelas seguintes condições: 


a) AA! é perpendicular a m, e 

b) m corta AA' no seu ponto médio. 


A função F m que associa a cada ponto do plano, o seu reflexo relati¬ 
vamente a uma reta m fixada, é chamada reflexão e tem as seguintes pro¬ 
priedades: 


i) F rn (F rn (Â)) = A para todo ponto A, 

ii) F rn (A) = A se e somente se A ê ponto da reta m, 

iii) F m (A)F m (B) = AB, ou seja, F m preserva a distancia entre 
pontos do plano, e 

iv) Se A £ m, B çji m e B' — F rn (B) então m é a bissetriz do 
ângulo it BÂBh 


Fica a cargo do leitor a demonstração da validade destas duas pro¬ 
priedades. 

Dado um ponto A e uma reta m, a perpendicular a m passando por 
A intercepta m em um ponto P chamado: pé da perpendicular baixada do 
ponto A a reta m. Se Q é qualquer outro ponto de m, o segmento AQ é dito 
ser oblíquo relativamente a m. 
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Figura 5.6 


Na figura o segmento QP é chamado de projeção do segmento QA sobre 
a reta m. É uma consequência da proposição seguinte que QA > QP e que 
QA > AP. O numero AP é chamado de distancia do ponto A a reta to. 

Dado um triângulo ABC diremos que o lado BC opõe-se ao ângulo A 
ou, de maneira equivalente, que o ângulo A é oposto ao lado BC. 


C 



5.8 Proposição Se dois lados de um triângulo não são congruentes então 
seus ângulos opostos não são iguais e o maior ângulo é oposto ao maior lado. 

Prova A primeira parte da proposição é uma consequência imediata 
da proposições (4.5) e (4.6). Para provar a segunda parte, considere um 
triângulo ABC em que BC < AC e vamos mostrar que CAB < CBA. 


C 



Figura 5.8 

Para isto, marque sobre a semi reta Sqa, um ponto D tal que CD = BC. 
Como BC < AC então este ponto D pertence ao segmento AC e, como 
consequência, a semi-reta Sbd divide o ângulo CBA. Portanto tem-se 
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cê A > CÊD. 


Agora observe que 


cê D = CDB > CÂB 


A igualdade acima é consequência de CBD ser um triângulo isósceles, 
e a desigualdade ocorre porque CDB é ângulo externo do triângulo BDA. 
Portanto 


CBA > CÂB 


como queríamos demonstrar. 

5.9 Proposição Se dois ângulos de um triângulo não são congruentes 
então os lados que se opõem a estes ângulos tem medidas distintas e o maior 
lado opõe-se ao maior ângulo. 

Prova. Novamente aqui, a primeira parte da proposição é uma con¬ 
sequência imediata das proposições (4.5) e (4.6). Para provar a segunda 
parte, considere um triângulo ABC em que CÀB < CBA e vamos mostrar 
que BC < AC. Observe que, existem três possibilidades: BC < AC, BC 
> ÃC e ~BC = ÃC. 

Se BC > AC então, pela proposição anterior, deveríamos ter CÂB > 
CBA, o que é contrário a nossa hipótese. Do mesmo modo, se ocorresse 
BC = AC, o triângulo seria isósceles e CAB = CBA, o que está também 
em desacordo com nossa hipótese. 

Logo deve ocorrer BC < AC, como queríamos demonstrar. 

5.10 Teorema. Em todo triângulo, a soma dos cumprimentos de dois 
lados é maior do que o comprimento do terceiro lado. 

Prova. Dado um triângulo ABC mostraremos que AB + BC > AC. 
Para isto, marque um ponto D na semi-reta Sab , de modo que AD = 
AB + BC. Segue-se que BD = CB e, portanto, o triângulo BC D é isósceles 
com base CD. Logo, teremos B CD < ACD. Segue-se que no triângulo 
AC D tem se BDC < ACD. Logo, pela proposição anterior, AC < AD. Mas 
então AD < AB + BC. 
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C 



5.11 Teorema (Desigualdade triangular). Dados três pontos do 
plano, A, B e C, tem se que AC < AB + BC. Igualdade ocorre se e 
somente se B pertence ao intervalo AC. 

Prova. Se A, B e C não estão sobre uma mesma reta, então eles deter¬ 
minam um triângulo e a desigualdade é consequência do teorema anterior. 
Se estão sobre uma mesma reta, sejam a, b e c, respectivamente, as suas 
coordenadas. Neste caso é simples verificar que 

\a — c\ <\a — b\ + \b — c\ 

e que igualdade ocorre se e somente se b está entre a e c. O resultado é 
agora uma consequência do teorema (2.2). 

A desigualdade triangular é a única restrição para que se possa construir 
um triângulo com um comprimento dos lados pré-determinados. Por exem¬ 
plo, de acordo com esta desigualdade é impossível construir-se um triângulo 
cujos lados sejam 5, 3 e 9. 

5.12 Proposição. Sejam a,b < c três números positivos. Se c < a + b 
então podemos construir um triângulo cujos lados medem a,b e c. 

Prova. Trace uma reta sobre ela e marque dois pontos A e B tais que 
AB = c. Com um compasso descreva um circulo de centro A e raio 6, e um 
circulo de centro B e raio a. 
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C 



Como c < a + b, os dois círculos se interceptam. Chame quaisquer dos 
pontos da intercessão de C. O triângulo ABC tem lados medindo a, b e c 
como desejado. 

Vamos agora aplicar a desigualdade triangular para resolver o seguinte 
problema: São dados dois pontos A e B fora de uma reta m. Determinar 
um ponto P sobre a reta m tal que AP + PB seja a menor possível. 

Inicialmente vamos supor que A e B estejam em semi planos distintos 
relativamente a reta m num ponto P. Afirmo que este ponto é a solução 
do nosso problema. De fato, se P' e qualquer ponto de m, então, pela 
desigualdade triangular, teremos: AP' + P'B > AB , ocorrendo igualdade 
se e somente se P = P'. 



No caso em que A e B estão em um mesmo semi-plano, seja B' o reflexo 
do ponto B relativamente a reta m. Se P' é qualquer ponto de m, então 
P'B = P'B'. Consequentemente, teremos que 

ÃP 7 + PDf = ÃP 7 + P 7 P 7 . 

Assim, o problema reduz-se ao caso anterior e a solução é o ponto P 
obtido pela intercessão de m com o segmento AB'. 
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É interessante observar que este problema surge em Física, quando se 
tenta determinar um ponto P, sobre um espelho, onde deve ocorrer a reflexão 
de um raio de luz que vai do ponto A ao ponto B, refletindo-se no espelho. 
Ou quando tenta-se determinar um ponto onde uma bola de bilhar deve 
chocar-se com a lateral da mesa, para ir do ponto A. tocar na lateral e 
atingir uma bola que se encontra no ponto B. 

Vamos agora aplicar os resultados já obtidos para estudar uma classe 
especial de triângulos. 

5.13 Definição: Um triângulo que possui um ângulo reto é chamado 
triângulo retângulo. O lado oposto ao ângulo reto é chamado hipotenusa , e 
os outros dois lados são determinados catetos. 

De acordo com (5.4) os ângulos expostos aos catetos são agudos. É uma 
consequência de (5.9) que a hipotenusa é maior do que qualquer dos catetos. 
Por outro lado, pela desigualdade triangular, o comprimento da hipotenusa 
é menor do que a soma dos comprimentos dos catetos. Se dois triângulos 
retângulos são congruentes, então, necessariamente, os ângulos retos devem 
se corresponder. 


A 
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Por causa disto, além dos três casos de congruência que já conhecemos, 
existem outros três específicos para triângulos retângulos. Estes são apre¬ 
sentados no teorema seguinte. 

5.14 Teorema (Congruência de triângulos retângulos). Sejam 
ABC e A'B'C' dois triângulos retângulos cujos ângulos retos são C e C . Se 
alguma das condições abaixo ocorrer, então dois triângulos são congruentes: 


1 )BC = B'C e Â = Â! 

2) AB = A'B' e BC = B'C, e 

3) AB = A'B' e Â = Ã! 

Os casos acima podem ser identificados como igualdade entre 


1) (c • a) cateto e ângulo oposto, 

2) (h ■ c ) hipotenusa e cateto, e 

3) (h ■ a ) hipotenusa e ângulo agudo. 

Prova. (Caso 1) Nossa s hipóteses são, neste caso, as seguintes: 
Ô=Õ (reto), BC = B'C Â = Â'. 


Observe que, apesar de termos informações sobre dois ângulos e um lado, 
não podemos aplicar o “2 o caso de congruência”. Para provar que ABC e 
A!B'C são congruentes marque um ponto D sobre a sei-reta Sc a de sorte 
que CD = C'A'. Os triângulos CDB e C'A'B' são então congruentes, pelo 
primeiro caso de congruência. 
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C C' 



Como consequência, tem se que CDB = Á'. Desde que CÁB = À! (por 
hipótese), concluímos que 


CDB = CÂB. 


Afirmo que os pontos A e D coincidem. De fato, se tal não ocorrer A, 
D e B formam um triângulo em que os ângulos CDB e CA B são ângulos 
externos e internos não adjacente. Portanto, a igualdade acima não pode 
ocorrer de acordo com o teorema do ângulo externo. Então A e D coincidem 
e logo CAB = CDB. Como CDB = C'A'B' conclui-se que CAB = C'A'B', 
como queríamos demonstrar. 

As demonstrações dos outros dois casos são deixadas a cargo do leitor. 
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EXERCÍCIOS 


1. Prove que, se um triângulo tem dois ângulos externos iguais, então 
ele é isósceles. 

2. A figura ao lado é 
formada pelos segmen¬ 
tos AC, AE, CF e EB. 

Determine os ângulos 
que são: 

a) menores que o ângulo 
7. 

b) maiores do que o 
ângulo 5, e 

c) menores do que o 
ângulo 4. 

3. Na figura abaixo os ângulos ex¬ 
ternos ACE e ABD satisfazem a de¬ 
sigualdade: ACE < ABD. Mostre 
que AÊD > ABC. 


4. Prove que um triângulo retângulo tem dois ângulos externos obtusos. 

B 

5. Na figura abaixo, B, D e A são col- 
ineares. Do mesmo modo D, E e C são 
colineares. Mostre que AEC > DBC 

A^ - 

6. Em um cartório de registro de imóveis um escrivão recusou se a 
transcrever o registro de um terreno triangular cujos lados, segundo o seu 
proprietário mediam lOOrn, 60m e 20m. Você pode dar um argumento que 
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justifique a atitude do escrivão? 

7. Prove as propriedades da função “reflexão”, constantes do texto. 


8. Na figura a seguir os triângulos 
ABC e EDC são congruentes e os 
pontos A, C e D são colineares. 
Mostre que AD > AB 


9. Na figura a seguir tem se 1 = 2 e 
1 + 2 = 180°. Conclua que as retas 
m e n são paralelas. 

A 

10. Na figura abaixo B e D são 
ângulos retos e AB = DC. Mostre 
que AD = BC. 

D 

11. Sejam ABC e A'B'C dois triângulos quaisquer em que AB = A'B ', 
A = A' e C = C. Decida se ABC e A'B'C' são congruentes ou não. 

12. No final da demonstração do teorema 5.2, é feita a seguinte afirmação: 
“.. a semi-reta Saf divide o ângulo BAD,...'\ Justifique com detalhes 
porque essa afirmação é verdadeira. 
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PROBLEMAS 


1. A figura ao lado 
foi copiada de um livro 
por uma criança. As 
medidas dos ângulos in¬ 
dicadas são as medi¬ 
das corretas do de¬ 
senho original. Com 
base nesta informação, 
responda as seguintes 
questões relativas ao de¬ 
senho original. 

a) Os triângulos ABC e 
DCB são congruentes? 

b) Qual o lado do 
triângulo ABC é mais 
longo? 



c) Qual o lado do 
triângulo DCB que é 
mais curto? 


2. Se, no problema 
anterior, os ângulos 
tivessem sido indicados 
como na figura ao 
lado, quais seriam as 
respostas às perguntas 
a, b e c acima? 



51 



GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA O TEOREMA DO ÂNGULO EXTERNO E SUAS CONSEQUÊNCIAS 


3. Na figura ao lado tem-se 
BD > BC e Â > AÊC. Prove 
que BD > AC. 



4. Na figura ao lado H foi escolhido no 
segmento FG de sorte que EH = EG. 
Mostre que 1 > 2. 



G 


5. Se um triângulo ABC é equilátero e D é um ponto do segmento BC 
mostre que AD > DB. 


6. Na figura ao lado m e n são duas 
retas perpendiculares. Qual o cam¬ 
inho mais curto para se ir do ponto 
A ao ponto B tocando-se nas duas 
retas? 


7. Na figura ao lado 1 = 2. 
Mostre que as retas m e n são 
paralelas. 



8. Determine o segmento mais curto ligando um ponto A a um ponto de 
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uma reta m. 


9. No triângulo ABC da figura ao lado 
tem-se CD perpendicular a AB, BE per¬ 
pendicular a AC e CD = BE. Mostre que 
ABC é um triângulo isósceles. 


A 



E 

C 


10. Na figura ao lado ABC é um 
triângulo equilátero e AD = BE + CF. 
Se, além disso, DAB = EBC, mostre 
que EFD é também equilátero. 


C 



11. Usando a mesma figura e supondo apenas que ABC é equilátero e 
que AD = BE = CF, mostre que EFD é também equilátero. 

A M B 


12. Na figura ao lado AD = BC, ADC 
e BCD são ângulos retos, e M e N são 
pontos médios dos segmentos AB e DC 
respectivamente. Mostre que MN é per¬ 
pendicular a AB e a CD. 



13. Demonstre os casos (2) e (3) da proposição (5.13). 

14. Sejam ABC e A'B'C dois triângulos não retângulos com C = C , 
AB = A'B' e BC = B'C. Dê um exemplo para mostrar que estas hipóteses 
não acarretam que os triângulos devam ser congruentes. 
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COMENTÁRIO 


Quando se deseja mostrar uma proposição, resolver um exercício ou sim¬ 
plesmente entender o enunciado de um teorema, é muito importante que 
sejamos capazes de separar as hipóteses do que se deseja provar (tese ou 
conclusão). Esquematicamente o enunciado de uma proposição (ou teorema, 
ou corolário, ou problema, ou exercício etc.) pode ser sempre representado 
por 


P —» Q (leia: P implica Q ) 


onde P e Q representam aqui duas afirmações. A afirmação Pé a 
hipótese e a afirmação Q é a tese. Em muitos casos, a hipótese vem pre¬ 
cedida de um “se” ou um “quando”, e a tese de um “então”. Um exemplo 
disto é a seguinte proposição: 


“Se duas retas distintas possuem uma perpendicular comum, então elas 

não se interceptam.” 


Neste enunciado temos 

Hipótese: Duas retas distintas possuem uma perpendicular comum. 
Tese: As duas retas não se interceptam. 

Evidentemente, nem todos os enunciados de proposições estão apresen¬ 
tados no formato “se..., então..”. Por exemplo, a mesma proposição poderia 
ter sido enunciada da seguinte maneira: 


“Retas perpendiculares a uma terceira não se encontram”. 


Agora, a hipótese está disfarçada no pedaço de frase “Retas perpen¬ 
diculares a uma terceira...”, e a tese, no restante. Pelo menos quatro 
proposições constantes deste capítulo nos dão exemplos de enunciados deste 
tipo. Quando encontramos dificuldade em reconhecer a hipótese e a tese de 
um dado enunciado, é sempre uma boa politica tentar rescreve-lo no formato 
“se..., então...”. Por exemplo, a proposição (4.8) tem o seguinte enunciado: 
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“Em um triângulo isósceles a mediana relativamente à base é também 

bissetriz e altura.” 


Uma maneira de rescrevê-la no formato “se..., então...” é o seguinte: 


“Se ABC é um triângulo isósceles com base BC e D é o ponto médio de 
BC, então AD é bissetriz do ângulo BAC e é perpendicular ao lado BC." 


Embora estes dois enunciados sejam extremamente diferentes, eles nos 
dizem exatamente a mesma coisa. O primeiro é sem duvida mais elegante, 
mas o segundo é o enunciado com que realmente trabalhamos quando demon¬ 
stramos esta proposição. 

Consideremos agora as duas proposições seguintes: 


a) “ Se um triângulo é isósceles, então ele possui dois ângulos 
iguais”. 

b) “Se dois ângulos de um triângulo são iguais, então o triângulo 
é isósceles”. 


Observe que a hipótese da primeira é a tese da segunda e que a tese da 
primeira é a hipótese da segunda. Em termos esquemáticos, se 


P^Q 


representa a proposição (a), então 

P 

representa a proposição (b). A segunda proposição é dita ser a inversa 
da primeira. Cada proposição tem sempre uma inversa a qual pode ser 
verdadeira ou não. Exemplos: 


li.) Se duas retas possuem uma perpendicular comum então elas são 
retas paralelas. 
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1 ii.) Se duas retas são paralelas, então possuem uma perpendicular 

comum. 

2. i) Se um triângulo é retângulo, então ele possui dois ângulos agu¬ 
dos. 

2 ii) Se um triângulo possui dois ângulos agudos, então ele é um 

triângulo retângulo. 


A proposição (l.i) foi demonstrada neste capitulo. Sua inversa, a proposição 
(l.ii), é verdadeira, mas sua demonstração neste nível do curso seria muito 
complicada. A proposição (2.i) também foi demonstrada neste capítulo. Sua 
inversa, a proposição (2.ii), é obviamente falsa. 

Quando ocorre que as proposições P —>• Q e Q -> P são simultaneamente 
verdadeiras, dizemos que P e Q são afirmações equivalentes, e representamos 
esquematicamente isto por 


P -H- Q {P é equivalente a Q) 


No enunciado de teoremas estabelecendo que as duas afirmações são 
equivalentes é comum que se use o formato “...se e somente se...”. Por 
exemplo: 


“Dois lados de um triângulo são congruentes se e somente se dois de seus 

ângulos são congruentes”. 


Outros formatos comuns são “... se e só se...”, ”...é condição necessária 
e suficiente para...” e “...é equivalente a...”. 

Considere agora as duas seguintes proposições: 


I) Se dois lados de um triângulo são congruentes então seus ângulos 
opostos são também congruentes. 

II) Se dois ângulos de um triângulo não são congruentes, então os 
lados que se opõem a estes ângulos também não são congruentes. 


As proposições acima são relacionadas da seguinte maneira. Se rep¬ 
resentarmos por f a negação da afirmação P, então esquematicamente as 
proposições acima podem ser representadas por 
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I) P^Q 

Chamamos a segunda proposição de negativa da primeira. Um fato sim¬ 
ples de lógica, e extremamente útil, é que uma proposição e sua negativa são 
sempre simultaneamente verdadeiras ou simultaneamente falsas. Por isso é 
equivalente demonstrar-se qualquer uma das duas. Deve-se, no entanto, 
observar que, o trabalho para demonstração de uma delas pode ser menos 
complicada do que o trabalho para se demonstrar diretamente a outra. O 
leitor deve observar que a proposição I acima é exatamente a proposição 
(4.5) e que II é a primeira parte da proposição (5.8). 
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CAPÍTULO 6 


O AXIOMA DAS PARALELAS 


A existência de retas paralelas é uma consequência dos postulados já 
apresentados. O Corolário (5.5), além de garantir tal existência, fornece 
um método de, efetivamente, desenhar-se retas paralelas. O axioma que 
apresentamos a seguir diz, essencialmente, que duas retas paralelas a uma 
terceira e com um ponto em comum são coincidentes. 

Axioma V. Por um ponto fora de uma reta rn pode se traçar uma única 
reta paralela a reta m. 

Deve-se observar que este axioma prescreve a unicidade , já que a ex¬ 
istência de reta paralela a m, passando por um ponto dado, já era garantido 
por (5.5). Como consequência imediata deste axioma tem-se: 

6.1 Proposição. Se a reta m é paralela às retas ri\ e n 2 , então n± e n 2 
são paralelas ou coincidentes. 

Prova. Suponha que n\ e 772 não coincidam e são paralelas a reta rn. 
Se n i e 712 não fossem paralelas entre si, elas teriam um ponto de interseção, 
digamos, P. Mas então ni e 712 seriam distintas paralelas à reta m passando 
por P. Isto contradiz o axioma V. Logo 77i e 712 são paralelas. 

6.2 Corolário. Se uma reta corta uma de duas paralelas, então corta 
também outra. 

Prova. Sejam 711 e 772 retas paralelas. Se uma reta 777 cortasse ? 7 i e não 
cortasse 772, então 777 e 772 seriam paralelas. Assim 772 seria paralela a 777 e a 
77 i. Como 777 e 771 não são paralelas entre si nem coincidentes, temos uma 
contradição com a proposição anterior. Logo 777 corta também 772. 

A nossa definição de retas paralelas não é tão simples de usar como 
aparenta. Desde que retas são infinitas em comprimento, como poderemos 
provar que duas retas não se interceptam? Por exemplo, as retas m e n da 
figura abaixo parecem ser paralelas. Como decidir se elas não se encontram 
em algum ponto do plano muito distante de A e BI 
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Uma maneira muito simples de responder a esta pergunta é através da 
comparação dos ângulos 1 e 2, indicados na figura, formados pelas duas 
paralelas com a reta que passa por A e B. 

6.3 Proposição. Sejam m, n, 1 e 2 como na figura (6.1) Se 1 = 2, então 
as retas m e n são paralelas. 

Prova. De fato, se m interceptasse n em algum ponto P, como indicado 
na página seguinte, formar-se-ia um triângulo ABP. Neste triângulo 1 é 
ângulo externo e 2 é um angulo interuo não adjacente ao ângulo 1, ou vice- 
versa. Assim, pelo teorema do ângulo externo teríamos 1 / 2 o que contradiz 
nossa hipótese. Portanto, m e n não se interceptam. 



Quando duas retas são cortadas por uma transversal formam se oito 
ângulos como indicados na figura abaixo. Quatro deles são correspondentes 
aos outros quatro, a saber 

í o 2 
3«4 
5«6 
7 8 
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Figura 6.3 

Observe que 1 = 7, 2 = 8, 3 = 5e4 = 6 por serem opostos pelo vértice. 
Como consequência, se 1 = 2 então todos os outros pares de ângulos corre¬ 
spondentes serão iguais. Além disso, teremos que 3 + 2 = 180°. Inversa¬ 
mente, se 3 + 2 = 180° então 1 = 2. Estas observações permitem reescrever 
a proposição (6.3) de duas maneiras distintas. 

6 . 3 . Proposição A. Se, ao cortarmos duas retas com uma transversal, 
obtivermos 3 + 2 = 180° então as retas são paralelas. 

6.3 Proposição B. Se, ao cortarmos duas retas com uma transversal, 
o ângulo correspondentes são iguais, então as retas são paralelas. 

O axioma V permite-nos mostrar que a inversa desta proposição é também 
verdadeira. 

6.4 Proposição. Se duas retas paralelas são cortadas por uma transver¬ 
sal, então os ângulos correspondentes são iguais. 

Prova. Sejam m e m! duas retas paralelas e seja n uma reta que corta m 
e m' nos pontos A e B, respectivamente. Considere uma reta m" passando 
pelo ponto A e formando com a transversa quatro ângulos correspondentes 
formados pela reta m! com a mesma transversal. De acordo com a proposição 
anterior m! e m" são paralelas. De acordo com a proposição (6.1) m e 
m" são coincidentes. Portanto, m forma ângulos com a reta n iguais aos 
correspondentes formados por m! com a reta n. 



Figura 6.4 
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Vamos agora apresentar duas consequências importantes do axioma V. 

6.5 Teorema. A soma dos ângulos internos de um triângulo é 180°. 

Prova. Seja BC um triângulo. Pelo vértice C trace uma reta paralela 
ao lado AB. Numere os ângulos formados com vértice C, como indicado na 
figura seguinte 



Figura 6.5 

Tem-se 1 + 2 + 3 = 180°. Como AC é transversal às duas paralelas, 
é uma consequência direta da proposição anterior que 1 = A. Como BC é 
também transversal às duas paralelas, então 3 = B. Portanto 

Â + Ê +ACB = 1 + § + 2 = 18CP 

A proposição seguinte relaciona uma série de corolários imediatos deste 
teorema. 

6.6 Corolário. 

a) A soma das medidas dos ângulos agudos de um triângulo retângulo é 
90°. 

b) Cada angulo de um triângulo equilátero mede 60°. 

c) A medida de um ângulo externo de um triângulo é igual a soma das 
medidas dos ângulos internos que não lhe são adjacentes. 

d) A soma dos ângulos internos de um quadrilátero é 360°. 

A prova deste corolário é deixada a cargo do leitor. O teorema seguinte 
nos diz que retas paralelas são equidistantes. 

6.7 Teorema. Se m e n são retas paralelas, então todos os pontos de 
rn estão à mesma distância da reta n. 

Prova. Sejam m e n retas paralelas. Sobre m tome dois pontos A e A', 
e deles baixe perpendiculares à reta n. Sejam B e B l respectivamente os pés 
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destas perpendiculares. Devemos provar que AB = A'B '. Para isso trace 
A!B como indicado na figura seguinte. 


A A' 



Figura 6.6 

Observe que AAB = A'BB' e que A ’ÀB = 90°. Isto é uma decorrência 
de que m e n são paralelas e da aplicação da proposição (6.4) ao considerar- 
se A'B e AB como transversais. Portanto, os triângulos AA'B e B'BA' são 
triângulos retângulos com um ângulo agudo e hipotenusa (comum) iguais. 
Segue-se dos teorema (5.14) que eles são congruentes. A congruência é a 
que leva A em B', A' em B' e B em A '. Logo AB = A'B ', como queríamos 
demonstrar. 

A inversa deste teorema é também verdadeira e sua demonstração é 
proposta como exercício 6 deste capítulo. 

6.8 Definição. Um paralelogramo é um quadrilátero cujos lados opos¬ 
tos são paralelos. 


A B 



6.9 Proposição. Em um paralelogramo lados e ângulos opostos são 
congruentes. 

Prova. Seja ABCD um paralelogramo. Trace a diagonal AC. Como 
AB e DC são paralelos, então BÀC = ACD. Como, além disso, AC é comum 
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aos triângulos ABC e CD A, então estes triângulos são congruentes. Logo 
Ê = D, AB = CD e BC = DA. É agora fácil ver que Â = C. 

6.10 Proposição. As diagonais de um paralelogramo se interceptam 
em um ponto que é ponto médio das duas diagonais. 

A prova destas proposição é simples e é deixada a cargo do leitor. As duas 
proposições seguintes dão condições suficientes para que um quadrilátero seja 
um paralelogramo. 

6.11 Proposição. Se os lados opostos de um quadrilátero são congru¬ 
entes então o quadrilátero é um paralelogramo. 

Prova. Seja ABCD um quadrilátero em que AB = CD e BC = AD. 
Trace a diagonal BD do quadrilátero. Os triângulos ABD e CDB são 
congruentes de acordo com o terceiro caso de congruência de triângulos. 
Logo CBD = BDA e CDB = DBA. A primeira igualdade garante que BC e 
AD são paralelos, a segunda garante que CD e BA também são paralelos. 
Logo ABCD é um paralelogramo. 


B C 



6.12 Proposição. Se dois lados opostos de um quadrilátero são con¬ 
gruentes e paralelos, então o quadrilátero é um paralelogramo. 

A prova desta proposição é deixada a cargo do leitor. Outras proposições 
sobre paralelogramos são propostas como exercícios ou problemas. 


6.13 Teorema. O segmento ligando os pontos médios de dois lados de 
um triângulo é paralelo ao terceiro lado e têm metade de seu comprimento. 


Prova. Seja ABC um triângulo. Designe por D o ponto médio de AB 
e por E o ponto médio de AC. Devemos provar que DE é paralelo a BC 


e que DE 



Para isto, marque na semi-reta Sed uni ponto F tal 
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que FD = DE. Como AD = DB (já que D é ponto médio de AB ) ADE 
= FDB por serem opostos pelo vértice, então os triângulos ADE e FDB 
são congruentes. Como consequência tem-se que DFB = AED e FB = AE. 
Logo FB e EC são paralelos e têm o mesmo comprimento. Segue-se então da 
proposição (6.12) que o quadrilátero FBCE é um paralelogramo. Portanto 
FE é paralelo a BC e têm o mesmo comprimento. Como D é ponto médio 


de FE então DE 


1 

2 


BC, como queríamos demonstrar. 


A 



6.14 Proposição. Suponha que três retas paralelas, a, b e c, cortam as 
retas m e n nos pontos A, B e C e nos pontos A!, B' e C , respectivamente. 
Se o ponto B encontra-se entre A e C, então o ponto B' também encontra-se 
entre A! e C. Se AB = BC, então também tem-se A!B l = B'C . 


Prova. Sejam o, b e c retas par¬ 
alelas e m e n retas que inter¬ 
ceptam estas paralelas nos pon- 


tos A, B e C e A', B' e C como 

mi 

CL / 

\n 

D 

indicado na figura ao lado. Se 

B está entre A e C, então A e 

A J 

b / 

a\ 

/ 

1 

1 

,/ 

C estão em semi-planos distintos 
relativamente a reta b. Observe 

B 

c / 

B'< 

/ 

/ 

\ 

que A e A' estão em um mesmo 

C / 

E 

c\ 


semi-plano determinado por b, já 
que a e b são retas paralelas e A 
e A' pertencem a reta a. 


Do mesmo modo C eC estão em um mesmo semi-plano determinado por 
b. Podemos portanto concluir que A! e O estão em semi-planos distintos 
relativamente a reta b. Logo b intercepta o segmento A'C' em um único 
ponto. Como B' é o ponto de intercessão da reta n com a reta b, e A! e 
C pertencem a n concluímos que o ponto de intercessão de A'C' com b é 
exatamente o ponto B'. Logo B' pertence ao segmento A!O e logo B' está 
entre A' e C . Isto demonstra a primeira parte da proposição. 
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Para demonstrar a segunda parte, trace pelo ponto B' uma reta paralela 
à reta m. Esta corta as retas ae c em pontos D e E, respectivamente. Afirmo 
que os triângulos B'DA' e B l EC' são congruentes. De fato, como DB'BA 
e B l ECB são paralelogramos, então DB' = B'E. Observe que os ângulos 
DBA' e EB' Cf são iguais por serem opostos pelo vértice e B DA' e BEC 
são também iguais por serem ângulos correspondentes determinados por 
uma transversal cortada pelas paralelas a e c. Isto prova a nossa afirmação. 
Da congruência dos triângulos B l DA' e B'EC' decorre imediatamente que 
A'B' = B'C . 

Esta proposição pode ser generalizada de maneira quase imediata para o 
caso em que duas transversais cortam um número qualquer (maior ou igual 
a três) de retas paralelas. 

6.15 Corolário. Suponha que k retas paralelas cti, 02 ,..., (ik cortam 
duas retas m e n nos pontos Ai, A 2 ,..., A^ e nos pontos A \, A ' 2 ,..., A' k , re¬ 
spectivamente. Se AiA- 2 , ..., A 2 A 3 = • • • = Ak-\Ak então A\ A ’ 2 = A' 2 A'^ = 
... — A' A' 

A prova deste corolário é deixada a cargo do leitor. O teorema que iremos 
enunciar a seguir constitui-se numa etapa essencial para o estabelecimento 
da teoria das figuras semelhantes que será desenvolvida no próximo capítulo. 
Na sua demonstração iremos utilizar, de maneira essencial, o fato de que o 
corpo dos números reais é completo. 

6.16 Teorema. Se uma reta, paralela a um dos lados de um triângulo, 
corta os outros dois lados, então ela se divide na mesma razão. 

Prova. Seja ABC um triângulo. Considere uma reta paralela ao lado 
BC que corta os lados AB e AC, respectivamente, nos pontos D e E, como 
representado na figura (6.11). Deveremos provar que: 

ÇÃD/ÃB) = ÇÃÊ/ÃC ). 

Para isto, tome um pequeno segmento AP\ na semi-reta Sab de modo 
que as razões AB/AP 1 e AD/AP\ não sejam números inteiros. Considere¬ 
mos na semi-reta Sab os pontos P2, P3 ,..., Pk, ■■■ tais que 

k ■ AP\ = APf; 

para todo k > 2. Existem então dois números inteiros m e n tais que: 

D está entre P m e P m ,_|_i e 
B está entre P n e P n+ 1 
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A 



Figura 6.11 


Têm-se portanto: 

m ■ APi < AD < (m + 1) • AP\ e 
n ■ AP{ < AB < (n + 1) • AP\. 

É então simples concluir destas desigualdades que 


(«) 


m AD m + 1 

n + 1 ~ÃB n 


Tracemos pelos pontos P\, P 2 , ■■■, P n +1 retas paralelas a, BC. Estas retas, 
segundo (6.15), cortam a semi-reta Sac em pontos Q 1 , Q 2 , ■■■, Q n + 1 , os quais 
também satisfazem a 


k ■ AQ t — AQ k , 

para todo k, 2 > k > n + 1. Além disso, o ponto E encontra-se entre 
Qm e Qm+i e o ponto C entre Q n e Q n + 1.0 mesmo raciocínio feito acima 
pode ser repetido aqui obtendo-se como resultado a desigualdade: 


(b) 


m, AE m. + 1 

n+ 1 ÃC n 


As desigualdades (a) e ( b ) permitem-nos concluir que 


(c) 


AD AE 

Tb ~ W 


< 


m + 1 


m 


n 


n + 1 


Observe que, como m > n, então 

m + 1 m m + n + 1 


> 


2 n + 2 


n 


n + 1 n(n + l) n(n+l) 


2 

n 
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ou seja, as razões AD/AB e AE/AC diferem por não mais do que 2/n. 
Quanto menor for o segmento AP\ tanto maior será o número n e tanto 
menor será o quociente 2/n. Como o lado esquerdo da desigualdade (c) não 
depende de n, só podemos concluir que os quocientes AD/AB e AE/AC 
são iguais, como queríamos demonstrar. 
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EXERCÍCIOS 


1. Na figura ao lado O é o ponto médio de 
AD e B = C. Se B, O e C são colineares, 
conclua que os triângulos ABO e DOC 
são congruentes. 



2. Prove que a soma das medidas dos ângulos agudos de um triângulo 
retângulo é 90°. 

3. Prove que cada ângulo de um triângulo equilátero mede 60°. 

4. Prove que a medida do ângulo externo de um triângulo é igual a soma 
das medias dos ângulos interno a ele não adjacentes. 


5. Um segmento ligando dois pontos 
de um circulo e passado por seu centro 
chama-se diâmetro. Na figura ao lado O é 
o centro do circulo, AB é um diâmetro e 
C é outro ponto do circulo. Mostre que 2 
= 2 - 1 . 



6. Prove que se m e n são retas equidistantes então to e n são paralelas 
ou coincidentes. 


7. Seja ABC um triângulo isósceles com base AB. Sejam M e N os 
pontos médios dos lados CA e CB , respetivamente. Mostre que, o reflexo 
do ponto C relativamente. Mostre que, o reflexo do ponto C relativamente 
á reta que passa por M e N é exatamente o ponto médio do segmento AB. 

8. Demonstrar a proposição (6.10). 

9. Demonstre a proposição (6.12). 

10. Um retângulo é um quadrilátero que tem todos os seus ângulos, 
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retos. Mostre que, todo retângulo é um paralelogramo. 

11. Mostre que, as diagonais de um retângulo são congruentes. 

12. Um losango é um paralelogramo que tem todos os seus lados congru¬ 
entes. Mostre que, as diagonais de um losango cortam-se em ângulos reto e 
são bissetrizes dos seus ângulos. 

13. Um quadrado é um retângulo que também é um losango. Mostre 
que, se as diagonais de um quadrilátero são congruentes e se cortam em um 
ponto que é ponto médio de ambas, então o quadrilátero é um retângulo. 

14. Um trapézio é um quadrilátero em que dois lados opostos são par¬ 
alelos. Os lados paralelos de um trapézio são chamados bases e os outros 
dois são denominados de laterais. Um trapézio é dito isósceles se sua laterais 
são congruentes. Seja ABCD um trapézio em que AB é uma base. Se ele é 
isósceles, mostre que A = B e C = D. 

15. Mostre que, as diagonais de um trapézio isósceles são congruentes. 
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PROBLEMAS 


1. Mostre que, os casos (1) e (3) do teorema (5.14) são consequências 
imediatas do segundo caso de congruência de triângulos. 

2. Demonstre o caso (2) do teorema (5.14) utilizando a construção sug¬ 
erida pela figura abaixo. 



3. Mostre que, se dois ângulos e o lado oposto a um deles, em um 
triângulo, são iguais ás correspondentes partes de um outro triângulo, então 
os triângulos são congruentes. 


4. Na figura ao lado A, B e C são pontos 
de um círculo de centro O. Mostre que 
BÔC = 2-BÂC. 



5. Mostre que, s em en são duas retas que 
formam, com uma transversal, ângulos 2 
e 3 (como na figura ao lado) tais que 2 + 

3 / 180°, então mense interceptam. 

6. Mostre que, se os ângulos opostos de um quadrilátero são congruentes, 
então o quadrilátero é um paralelogramo. 

7. Mostre que, se as diagonais de um quadrilátero se interceptam em um 
ponto médio ambas, então o quadrilátero é um paralelogramo. 

8. Mostre que, se as diagonais de um paralelogramo são congruentes, 
então o paralelogramo é um retângulo. 
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9. Mostre que, um paralelogramo cujas diagonais são perpendiculares é 
um losango. 

10. Prove que o segmento ligando os pontos médios das laterias de um 
trapézio é paralelo ás bases e que seu comprimento é a media aritmética dos 
comprimentos das bases. 

11. Mostre que, os pontos médios dos lados de um quadrilátero qualquer 
são vértices de um paralelogramo. 

12. Use a proposição (6.15) para estabelecer um método de divisão de 
um segmento qualquer em k partes iguais. 

13. Adote como axioma V, em substituição ao axioma V, a validade 
da proposição contida no problema 5 acima. Prove agora o axioma V. 
Explique por que o problema 5 e este mostram que os axiomas V e V são 
equidistantes. O axioma V' é exatamente o quinto axioma de Euclides (vide 
comentário a seguir). 
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COMENTÁRIO 


Euclides baseou a construção da sua geometria em 10 axiomas separados 
em dois grupos: cinco foram classificados como “noções comuns” e os outros 
como “postulados”. A distinção entre eles não é de toda clara. As “noções 
comuns” parecem ter sido consideradas como hipóteses aceitáveis a todas as 
ciências ou a todas as pessoas inteligentes, enquanto que os postulados eram 
considerados como hipóteses características da geometria. As cinco noções 
comuns eram: 

1. Coisas que são iguais a uma mesma coisa são também iguais entre si. 

2. Se iguais são adicionados a iguais, os resultados são iguais. 

3. Se iguais são subtraídos de iguais, os restos são iguais. 

4. Coisas que coincidem com outras coisas são iguais uma a outra. 

5. O todo é maior do que qualquer de suas partes. 

Os postulados eram: 

1. Pode-se traçar uma reta por quaisquer dois pontos. 

2. Pode-se continuar uma reta infinitamente. 

3. Pode-se descrever uma circunferência com qualquer centro e qualquer 
raio. 

4. Todos os ângulos retos são iguais. 

5. Se uma reta corta duas outras retas formando ângulos colaterais 
internos cuja soma é menor do que dois retos, então as duas retas, se con¬ 
tinuadas infinitamente, encontra,-se no lado no qual estão os ângulos cuja 
soma é menor do que dois retos. 

Embora Euclides não tenha dito especificamente, fica claro, através da 
forma como ele o utilizou, que o primeiro postulado refere-se a uma única 
reta ligando os dois pontos. Também, do contexto, fica claro que, para 
Euclides, “reta” significava o que hoje chamamos de “segmento”. Daí ele 
falar em “continuar infinitamente uma reta” . Ele assumiu tacitamente que 
tal prolongamento pode ser feito de uma única maneira em cada extremidade 
de uma “reta”, de modo que duas retas distintas não podem ter um segmento 
comum. De fato Euclides utilizou-se de muitas hipóteses que não constavam, 
sob nenhuma forma, nem das “noções comuns”, nem dos “postulados”. Esta 
omissão é considerada pelos geômetras como um dos mais graves defeitos dos 
“Elementos”. 

Mesmo um exame apressado do livro I dos “Elementos” revela que ele 
compõe-se de três partes distintas (embora Euclides não as tenha separado 
formalmente). A primeira parte, constituída pelas primeiras 26 proposições, 
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trata quase exclusivamente da teoria elementar dos triângulos. Ela abrange 
todo o material que apresentamos até o final do capítulo 5 destas notas. A 
segunda parte trata da teoria das paralelas. Inicia-se com a proposição 27 
e prossegue até a proposição 34. Ali são apesentadas as proposições que 
abrangem o material apresentado no capítulo 6 destas notas. A partir da 
proposição 34, até o final (proposição 48), o livro I dos “Elementos” trata das 
relações entre áreas de paralelogramos, triângulos e quadrados e culmina com 
o famoso teorema de Pitágoras (Proposição 47) e de seu inverso (Proposição 
48). E fato importante a ser observado que o quinto postulado não foi 
utilizado por Euclides na prova de qualquer das 26 primeiras proposições 
do livro I, as quais ainda são válidas caso o quinto postulado seja excluído 
ou trocado por um outro compatível com os restantes postulados e noções 
comuns. 

Há evidencia de que os postulados, particularmente o quinto, foram for¬ 
mulados por Euclides mesmo. Sabe-se que o quinto postulado tornou-se, 
de imediato, alvo de críticas pelos matemáticos da época. Este fato não 
é de estranhar, quando consideramos que, primeiramente, ele é bastante 
diferente, inclusive em tamanho dos outros postulados, parecendo mais uma 
proposição do que um axioma; depois, tecnicamente, ele é a inversa de uma 
das proposições demonstradas nos “Elementos” com base apenas nos quatro 
primeiros postulados, a saber a proposição 27; por último, ele não possui, 
em nenhum sentido, aquela característica de “auto-evidência” que caracter¬ 
izou inicialmente a escolha dos outros axiomas. Além disso, a sua tardia 
utilização, após tantas proposições serem provadas sem seu auxilio, levan¬ 
tou suspeitas de que ele seria simplesmente uma proposição demonstrável 
a partir dos outros axiomas a qual Euclides não conseguiria demonstrar. 
Como consequência dessa suspeita, inumeráveis tentativas foram feitas para 
prová-lo ou eliminá-lo através de uma redefinição do conceito de retas par¬ 
alelas. Entre os nomes famosos dos que tentaram demonstrar o quinto pos¬ 
tulado podemos listar Proclus(485-410 a.C.), Nasiradin (1201-1274), Jonh 
Wellis (1616-1703), Gerolamo Sacheri (1667-1733), Jonh H. Lambert (1728- 
1777), Adrien M. Legendre (1752-1833), Louis Bertrand (1731-1812) e Cari 
F. Gauss (1777-1855). Estes deixaram nas suas obras referências relevantes 
sobre o assunto. E, no entanto, certo que todos aqueles interessados se¬ 
riamente em matemática até o século dezessete tentaram eventualmente 
demonstrar o quinto postulado. 

Foi somente na primeira metade do século dezenove que os matemáticos 
chegaram à conclusão de que o quinto postulado não era demonstrável a par¬ 
tir dos outros quatro. Isto ocorreu com a descoberta das chamadas geome¬ 
trias não-Euclidianas em que o quinto postulado de Euclides é substituído 
por uma outra afirmação que lhe é contraditória. Esta descoberta está asso¬ 
ciada com o nome de dois matemáticos que a obtiveram independentemente: 
Johann Bolyai (1802-1860) e Nikolai I. Lobachewsky (1793-1856). Os tra- 
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balhos destes dois matemáticos foi elevado às suas devidas proporções por 
Friderich B. Riemann (1826-1866) que deu incio a um segundo período no 
desenvolvimento das geometria Euclidianas e não-Euclidianas, um período 
caracterizado pelas investigações do ponto de vista da geometria diferencial, 
em contrate com os métodos sintéticos previamente utilizados. Associados a 
este segundo período estão os nomes de Lie, Beltrami, Cayley, Klein, Clifford 
e Hilbert. 

Lie foi responsável pela introdução dos grupos de transformação no es¬ 
tudo da geometria. Beltrami têm o credito de ter produzido a primeira 
prova da consistência das geometrias não euclidianas. Embora Bolyai e 
Lobachewsky não tenham encontrado nenhuma contradição em sua geome¬ 
tria ao longo de todas as suas investigações, ainda permanecia a possibili¬ 
dade de que alguma inconsistência pudesse aparecer no desenvolvimento de 
novos trabalhos de pesquisa. Beltrami mostrou como a geometria de Bolyai 
e Lobachewsky podia ser representada sobre uma superfície no espaço Eu¬ 
clidiano a três dimensões, de forma que os seus postulados fossem obtidos 
a partir dos axiomas da geometria Euclidiana. Como consequência, qual¬ 
quer inconsistência que pudesse existir nas geometrias não-Euclidianas seria 
também uma inconsistência da geometria Euclidiana. 

Os trabalhos de Caley, Klein e Clifford produziram uma linda classi¬ 
ficação destas geometrias do ponto de vista projetivo-métrico. Daí em di¬ 
ante, a preocupação com a fundamentação da geometria em bases sólidas 
dominou a pesquisa matemática sobre o assunto culminado com a recon¬ 
strução da geometria Euclidiana por Hilbert o que, finalmente, e definitiva¬ 
mente, encerrou a longa batalha com o quinto postulado de Euclides. 
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CAPÍTULO 7 


SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 


Diremos que dois triângulos são semelhantes se for possível estabelecer 
uma correspondência biunívoca entre seus vértices de modo que ângulos 
correspondentes sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais. 


G 



C 



Figura 7.1 


Com isto queremos dizer que, se ABC e EFG são dois triângulos semel¬ 
hantes e se i -> E, B —> F, C —> G é & correspondência que estabelece a 
semelhança, então valem simultaneamente as seguintes igualdades: 


Â = Ê,Ê = F,C=G e 
ÃB _BC CÃ 

TÜF ~ ¥G ~ WÊ 

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado 
de razão de proporcionalidade entre os dois triângulos. 

Observe que dois triângulos congruentes são semelhantes com razão de 
proporcionalidade um; inversamente, dois triângulos semelhantes com razão 
de proporcionalidade um, são congruentes. 
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O teorema seguinte será referido como “segundo caso de semelhança de 
triângulos” a fim de que os casos de semelhança e os casos de congruência 
se correspondam de uma forma natural. 

7.1 Teorema. Dado dois triângulos ABC e EFG , se A = ÊeB = F 
então os triângulos são semelhantes. 

Prova. Como a soma dos ângulos de um triângulo é 180°, então a 
igualdade dos ângulos A e E e dos ângulos B e F acarreta na igualdade dos 
ângulos C e G. Resta provar que os lados são proporcionas. Para isto tome 
na semi-reta Sef o ponto H de modo que EH = AB. Pelo ponto H trace 
uma reta paralela a FG. 


G 




Esta corta a semi reta Seg num ponto J, formando um triângulo EHJ 
que é congruente ao triângulo ABC (já que A = E, AB = EH e B = F = 
EHJ. Esta ultima igualdade deve-se ao paralelismo de JH e GF). Segue-se 
agora do teorema (6.16) que ( EH/EF ) = ( EJ/EG ). Como EH = AB e 
EJ = AC então, da igualdade acima obtém-se: 


(. AB/EF ) = ( AC/EG). 

De maneira análoga demonstra-se que (AC/EG) = (CB/GF). Fica 
demonstrado o teorema. 

O teorema (7.1) permite construir, com facilidade, exemplos dos tran- 
gulhos semelhantes fazendo-se uso da régua e transferidor. Por exemplo, 
para desenhar um triângulo semelhante ao triângulo ABC da figura (7.3), 
inicia-se traçando um segmento EF qualquer; 
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\ I 

i G 

i\ 



E 

Figura 7.3 


a partir de suas extremidades constroem-se ângulos E e F iguais aos 
ângulos A e B, respectivamente (em um mesmo semiplano determinado pela 
reta EF)\ prolongando-se os lados destes ângulos determina-se um ponto 
G. De acordo com a proposição anterior os triângulos ABC e EFG são 
semelhantes. 

O seguinte teorema será referido como primeiro caso de semelhança de 
triângulos. 

7.2 Teorema. Se em dois triângulos ABC e EFG tem-se À = E e 
( AB/EF ) = ( AC/EG ), então os triângulos são semelhantes. 

Prova. Construa um triângulo HIJ que tenha Hl = EF , H = A e / 

= ê. 



Figura 7.4 

De acordo com o teorema (7.1), os triângulos ABC e HIJ são semel- 
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h antes. 

Por conseguinte: 


(. AB/HI) = ( AC/HJ ). 

Como Hl = EF , a hipótese ( AB/EF ) = ( AC/EG ) e a igualdade acima 
implica que: 


HJ = EG. 

Como, por construção Hl = EF e H = A = E, podemos concluir, pelo 
primeiro caso de congruência de triângulos, que os triângulos EFG e Hl J 
são congruentes. Como já sabíamos que ABC e HIJ eram semelhantes, 
podemos concluir facilmente que ABC e EFG são semelhantes. 

O terceiro caso de semelhança de triângulos é o seguinte. 

7.3. Teorema. Se, em dois triângulos ABC e EFG , têm se 

ÃB _BC _CÃ 
ÊÃF~ FG~ GÊ' 

então os dois triângulos são semelhantes. 

Prova. Construa um triângulo HIJ que tenha H = A, Hl = EF e 
HJ = EG. Segue-se então da hipótese que 


{AB/HI) = {AC/HJ). 

Portanto, de acordo com o teorema (7.2), os triângulos ABC e HIJ são 
semelhantes. 
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Decorre daí que, além da igualdade acima, também ocorre. 


(. AB/HI) = (. BC/IJ). 

Segue-se (daí e da hipótese do teorema) que IJ = FG. Como já tínhamos 
que Hl = EF e HJ = EG (por construção) então pelo terceiro caso de con¬ 
gruência de triângulos, HIJ e EFG são congruentes. Como HIJ e ABC 
são semelhantes, conclui-se que ABC e EFG são também semelhantes. Isto 
conclui a prova do teorema. 

Seja ABC um triângulo retângulo com ângulo reto no vértice A. Trace 
a altura AD do vértice A ao lado BC. No que se segue vamos fazer uso da 
seguinte notação a = BC, b = AC, c = AB, h = AD, m = BD e n = DC. 


A 



Figura 7.6 


Como AD é perpendicular a BC, então os triângulos ADB e ADC são 
retângulos. Como B + C = 90° e Ê + BÂD = 90° então 


BÃD = C 

Como também DÂC + C = 90° então 


DÂC = ê. 


Os triângulos ADB e CD A são portanto ambos semelhantes ao triângulo 
ABC e são também semelhantes entre sim Destas semelhanças podemos 
deduzir várias relações entre as medidas a, b, c, h, men acima mencionadas. 
Por exemplo, a semelhanças entre ADB e CD A é a que leva A em C. B 
em A e D em D. Como consequência desta semelhança tem se 
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c m h 
b h n 


Da última igualdade deduz-se que 


h 2 = mn 

Assim provamos a seguinte proposição; 

7.4 Proposição. Em todo triângulo retângulo a altura do vértice do 
ângulo reto é media proporcional entre as projeções dos catetos sobre a 
hipotenusa. 

O seguinte é um dos mais importantes e mais uteis teoremas da geometria 
Euclidiana plana. E conhecido como “teorema de Pitágoras” em homogênea 
a um grande geômetra da Grécia antiga. 

7.5. Teorema (Pitágoras). Em todo triângulo retângulo o quadrado 
do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos compri¬ 
mentos dos catetos. 

Em termos da notação estabelecida acima o teorema de Pitágoras afirma 

que 


2 12 . 2 

a = b + c 

Prova. A prova do teorema de Pitágoras é uma consequência da semel¬ 
hança dos triângulos ADB, CDA e ABC. Da semelhança de ADB e ABC 
(A-^-C,B-^-BeD^-A) conclui-se que 

m c 
c a 

Da semelhança dos triângulos CDA e ABC conclui-se que 

n b 
b a 

Logo am = c 2 e an = b 2 . Portanto a(m + n) = c 2 + b 2 . Como m + n = a, 
então a 2 = b 2 + c 2 , como queríamos demonstrar. 

A seguinte proposição é a inversa do teorema de Pitágoras. 
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7.6 Proposição. Um triângulo possui lados medindo a, b e c. Se 
a 2 = b 2 + c 2 , então o triângulo é retângulo e sua hipotenusa é o lado que 
mede a. 

Prova. Construa um retângulo cujos catetos meçam exatamente b e c. 
Neste novo triângulo, de acordo com o teorema de Pitágoras, a hipotenusa 
mede \Jb 2 + c 2 = a. Portanto, este novo triângulo (que é retângulo) tem 
lados medindo a, b e c. Pelo terceiro caso de congruência, ele é portanto, 
congruente ao triângulo original. Logo o triângulo original é retângulo e sua 
hipotenusa mede a. 
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EXERCÍCIOS 


1. Quanto mede a hipotenusa de um triângulo retângulo em que os 
catetos medem um centímetro cada? 

2. Quanto mede a altura de um triângulo equilátero cujos lados medem 
um centímetro cada? 

3. No triângulo ABC , AB = 5, BC = 12, CA = 13. Qual a medida do 
ângulo B? 

4. No triângulo DEF , DE = EF = 6 e FD = 6y/2. Quanto medem os 
ângulos do triângulo? 

5. Uma caixa mede 12 centímetros de comprimento, 4 centímetros de 
largura e 3 centímetros de altura. Quanto medem as diagonais de cada uma 
das faces da caixa? 

6. Mostre que dois triângulos equiláteros são sempre semelhantes. 

7. Mostre que são semelhantes dois triângulos isósceles que têm iguais 
os ângulos opostos à base. 


8. Na figura ao lado D é ponto médio de 
AB e E é ponto médio de AC. Mostre 
que os triângulos ADE e ABC são semel¬ 
hantes. 


C 



9. Na figura ao lado tem-se que BDA 
e ABC são semelhantes, sendo a semel¬ 
hança a que leva B em A. D em B e A 
em C. Conclua que o triângulo BDA é 
isósceles. 


B 



C 


D 


10. Mostre que todo triângulo retângulo de lados p 2 — q 2 , 2 pq e p 2 +q 2 é 
um triângulo retângulo. Aqui p e q são quaisquer números inteiros positivos 
com p > q. 

11. Todos os triângulos indicados na figura abaixo são retângulos. De- 
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PROBLEMAS 


1. Prove o segundo caso de semelhança de triângulos supondo conhecido 
o teorema (7.2) e sem fazer uso do teorema (6.16). 

2. Prove que a relação “é semelhante a” é transitiva, isto é, prove que, 
dois triângulos são semelhantes a um terceiro, então são semelhantes entre 
si. 


3. Prove que alturas correspondentes em triângulos semelhantes estão 
na mesma razão que os lados correspondentes. 

4. Prove que a bissetriz de um angulo de um triângulo divide o lado 
oposto em segmentos proporcionais aos outros dois lados. Isto é, se ABC é 
o triângulo e BD é a bissetriz do angulo B sendo D um ponto de lado AC, 
então ( AD/DC) = ( AB/BC ). (Ajuda: trace pelo ponto A uma reta par¬ 
alela ao lado BD. Esta intercepta a semi-reta Scb num ponto E formando 
triângulos semelhantes). 

5. Enuncie e prove a afirmação inversa do exercício anterior. 

6. Prove que, se um triângulo retângulo tem ângulos agudos de 30° e 
60°, então seu menor cateto mede metade do comprimento da hipotenusa, 
(ajuda: Faça uso do que foi obtido no exercício 2). 

7. Prove que, se em um triângulo retângulo o menor cateto mede metade 
do comprimento da hipotenusa, então seus ângulos agudos são de 30° e 60°. 

8. Prove que, se dois triângulos tem lados correspondentes paralelos, 
então eles são semelhantes. Prove também que as retas ligando os vértices 
correspondentes são concorrentes ou paralelas. (Suponha que os vértices 
correspondentes são disjuntos). 


84 



GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 


COMENTÁRIO 


Pitágoras, que morreu em 490 a.C., foi conhecido por seus contem¬ 
porâneos como fundador de um movimento de cunho religioso que veio a ser 
conhecido como Pitagorismo. Os pitagóricos interessavam-se pela ciência 
de um modo geral e particularmente pela Filosofia e pela Matemática. No 
que concerne à Matemática a maior contribuição dos pitagóricos foi o desen¬ 
volvimento da teoria dos números, e a descoberta dos números irracionais. 
Foram eles que provaram, pela primeira vez, que o numero y/2 é irracional. 
A prova deste fato apresentada no 10° livro de Euclides é a seguinte: 


Suponha que y/2 é um numero racional. Então y/2 pode ser representado 
na forma y/2 = m/n onde m e n são dois números inteiros primos entre si. 
Logo 2 n 2 = m 2 . Como consequência m 2 é um numero par. Mas então m é 
par e podemos escrever m como m = 2 p. Portanto 2 n 2 = m 2 = 4 p 2 . Mas 
então n 2 = 2 p 2 . Segue-se que n 2 é um numero par e, como consequência, n 
é um numero par. Mas se n é par e m é par então os dois não são primos 
entre si. Por outro lado, no inicio, havíamos escolhidos m e n primos entre 
si. Esta contradição provem da hipótese de que y/2 é racional. Portanto, 
y/2 não é racional. 

Esta descoberta foi, sem duvida, a grande contribuição do Pitagorismo 
a Geometria Grega. Ela influenciou de forma definitiva o desenvolvimento 
que teve a Matemática Grécia a partir daí. 

A lenda sobre a origem do teorema de Pitágoras diz que ele foi de¬ 
scoberto por Pitágoras o qual sacrificou 100 bois aos Deuses como prova de 
sua gratidão por ter conseguido esta descoberta. 

No entanto, a verdade histórica é que o teorema de Pitágoras já era 
conhecido, em casos particulares no Egito (3.000 a.C.), e em sua total gen¬ 
eralidade pelos Sumérios e Babilônios (2000 a 1000 a.C.). E é bem possível 
que sua demonstração tenha sido obtido na Grécia em época anterior a de 
Pitágoras. 

Há um grande número de demonstração deste teorema. Nesse capítulo 
aprestamos uma delas, e algumas outras serão apresentadas no capítulo 
relativo a áreas, sob a forma de exercícios e problemas. 
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CAPÍTULO 8 


O CÍRCULO 


No capítulo 2 definimos círculo de centro A e raio r como o conjunto 
dos pontos do plano que estão a uma distância r do ponto A. Também 
chamaremos de raio ao segmento que une o centro do círculo a qualquer de 
seus pontos. O segmento ligando dois pontos de um círculo será denominado 
de it corda. Toda corda que passa pelo centro do círculo é um diâmetro. 
Também chamaremos de diâmetro a distancia 2 r. Não haverá perigo de 
confusão no uso da mesma palavra para significar duas coisas diferentes. No 
contexto será sempre claro a que estamos nos referindo. 



Figura 8.1 


8.1 Proposição: Um raio é perpendicular a uma corda (que não é um 
diâmetro) se e somente se a divide em dois segmentos congruentes. 

Prova. Seja O o centro do círculo e OC o raio que é perpendicular a 
corda AB. Seja M o ponto de intercessão da corda com raio. Com O A = OB 
(raios) então o triângulo OAB é isósceles com base AB. 
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Logo Á = B. Se a corda é perpendicular ao raio, então os ângulos OMA 
e OMB são retos. Como consequência AOM = BOM. Segue-se então, pelo 
primeiro caso de congruência de triângulos, que AOM = BOM. Como 
consequência AM = MB. Inversamente, se AM = MB, então, pelo terceiro 
caso de congruência de triângulos deduz-se que: AOM = BOM. Como 
consequência, OMA = OMB. Mas como a soma destes dois ângulos é um 
ângulo raso, conclui-se que cada um deles mede 90°. Portanto a corda é 
perpendicular ao raio passando por M. Isto completa a prova da proposição. 

Quando uma reta e um círculo tem apenas um ponto em comum, dizemos 
que a reta tangencia o círculo e chamamos a reta de tangente ao círculo. 
O ponto comum entre uma tangente e um círculo é chamado de ponto de 
tangência ou ponto de contato. 

8.2 Proposição Se uma reta é tangente a um círculo então ela é per¬ 
pendicular ao raio que liga o centro ao ponto de tangencia. 



Prova. Consideremos um círculo de centro O e uma reta m. que lhe 
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seja tangente. Seja T o ponto de tangencia. Designaremos por P o pé da 
perpendicular baixada do ponto O à reta rn. Gostaríamos de de concluir que 
P e T coincidem. Vamos então supor que P e T são pontos distintos. Então 
OT é a hipotenusa do triângulo retângulo O PT : Portanto OP < OT. Como 
OT é um raio, então P é um ponto que está dentro do círculo. Tomemos 
então um ponto T' sobre a reta m, tal que PT = PT' , com T' ^ T. Pelo 
primeiro caso de congruência de triângulos concluímos que O PT = O PT'. 
Portanto OT = OT'. Mas então T' é outro ponto da reta m que também 
pertence ao círculo. Logo a reta m não é tangente. Contradição! Assim P 
e T coincidem e a proposição fica demonstrada. 

A extremidade de um raio que não é o centro do círculo é chamada de 
extremidade do raio. 

8.3 Proposição. Se uma reta é perpendicular a um raio em sua ex¬ 
tremidade, então a reta é tangente ao círculo. 

Prova. Consideremos um círculo de centro O e seja m uma reta per¬ 
pendicular ao raio OT passando pelo ponto T. Devemos provar que m é 
tangente ao círculo, ou seja, que m não tem outro ponto de intercessão com 

o círculo. Seja P qualquer outro ponto de m, então o triângulo OTP é 
- 2 - 2 - 2 

retângulo e portanto OT + TP~ = OP . Segue-se que OP > OT e por¬ 
tanto P está fora do círculo. Logo Té o único ponto comum à reta e ao 
círculo. Isto conclui a demonstração. 

Seja A e B dois pontos de um círculo. Tracemos a reta que passa por 
estes dois pontos. Ela separa o plano em dois semi-planos. Cada um destes 
semiplanos contem uma parte do círculo. Estas partes são denominadas 
de arcos determinados pelo pontos pontos A e B. Quando A e B são ex¬ 
tremidades de um diâmetro, estes arcos são denominados de semicírculos. 
Quando a corda AB não é um diâmetro, distinguimos os dois arcos deter¬ 
minados por AeBdo seguinte modo: como o centro do círculo encontra-se 
em um semiplano determinados pela reta que passa por A e B, o arco que 
fica no mesmo semiplano que o centro do círculo é chamado de arco maior , 
o outro é chamado de arco menor. Observe que os raios que ligam o centro 
do círculo aos pontos do arco menor todos cortam a corda AB. Já os raios 
que ligam o centro do círculo aos pontos do arco maior não interceptam a 
corda AB. 
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Se O é o centro do círculo então AÕB é chamado de ângulo central. 
A medida em graus do arco menor determinado pelos pontos A e B é por 
definição a medida do ângulo central AOB. A medida em graus do arco 
maior é definida como sendo 360° — a°, onde o° é a medida em graus do 
arco menor. No caso em que AB é um diâmetro a medida dos dois arcos é 
180°. 

8.4 Proposição. Em um mesmo círculo, ou em círculos de mesmo raio, 
cordas congruentes determinam ângulos centrais congruentes e reciproca¬ 
mente. 

A prova desta proposição é simples e é deixada a cargo do leitor. Uma 
consequência dela é que cordas congruentes determinam arcos menores de 
mesma medida e portanto, também arcos maiores de mesma medida. 

O leitor deve observar que, a maneira se somar ângulos que tem o mesmo 
vértice permite introduzir uma maneira de somar arcos que se justapõem. 
Esta soma é associativa e comutativa como o é a soma de ângulos. 

Um ângulo se denomina inscrito em um círculo se seu vértice A é um 
ponto ponto do círculo e seus lados cortam o círculo em pontos B e C 
distintos do ponto A. Os pontos B e C determinam dois arcos. O arco que 
não contiver o ponto A é chamado de arco correspondente ao ângulo inscrito 
dado. Diremos também que o ângulo subtende o arco. 
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Figura 8.5 

8.5 Proposição. Todo ângulo inscrito em um círculo tem a metade da 
medida do arco correspondente. 

Prova. Consideremos primeiro o caso em que um dos lados do ângulo 
inscrito é um diâmetro. Seja A o vértice do ângulo inscrito e B e C os 
pontos em que seus lados cortam o círculo. Suponha que o centro O do 
círculo pertença ao lado AC. Neste caso, a medida do arco correspondente 
ao ângulo inscrito é a medida do ângulo BOC. Como BO = AO então o 
triângulo OAB é isósceles e portanto OÀB = OBA. Mas então BOC = 
OAB + OBA = 2 • CAB. Portanto, neste caso particular a proposição é 
verdadeira. 



Figura 8.6 


Suponhamos agora que nenhum dos lados do ângulo inscrito é um diâmetro. 
Tracemos então o diâmetro que passa pelo vértice A do ângulo inscrito. Seja 
D a outra extremidade deste diâmetro. Pelo primeiro caso concluiremos que 
BÔD = 2 • BÂD e que DÔC =2 ■ DÂC. 

Neste ponto temos de distinguir dois casos: (a) o diâmetro AD divide 
o ângulo BAC. (b) O diâmetro AD não divide o ângulo BAC. (Veja figura 
acima). No caso (a), temos que BÀD + DÀC = BÀC. A demonstração é 
então completada somando-se as igualdades já encontradas: 

BÔD + DÔC = 2 • (BÂD + DÂC) = 2 • BÂC. 
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Observe que BÕD + DÕC é exatamente a medida do arco correspondente 
ao ângulo BAC. No caso (b), podem ainda advir duas situações distintas: 
(i) AC divide o ângulo BÀD e (ii) AB divide o ângulo CAD. A prova nos 
dois casos é essencialmente a mesma. Faremos o caso (i). Neste caso BÀC = 
BAD - CAD. Então, utilizando-se as duas igualdades obtidas inicialmente, 
tem-se. 


BÔD - CÔD =2 • (BÂD - CÂD) = 2 ■ BÂC. 

Agora observe que BOD — CD O é exatamente a medida do arco corre¬ 
spondente ao ângulo BAC. Isto completa a demonstração. 

8.6 Corolário. Todos os ângulos inscritos que subtendem um mesmo 
arco tem a mesma medida. Em particular, todos os ângulos que subtendem 
um semi círculo são retos. 



A seguinte proposição é também de certo modo um corolário da proposição 
(8.5). 

8.7 Proposição. Sejam AB e CD cordas distintas de um mesmo círculo 
que se interceptam num ponto P. Então AP ■ PB = CP ■ PD. 

Prova. Observe que nos triângulos CPB e DAP tem-se: CPB = APB 
(opostos pelo vértice) e CBP = ADP (por serem ângulos inscritos que sub¬ 
tendem o mesmo arco). Logo, os dois triângulos são semelhantes e a semel- 

(< p ]) /j 

hança é a que leva C em A , P em P e B em D. Logo - = - . Mas 

_ __ AP PD 

então, AP ■ PB = CP • PD. 
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8.8 Proposição. Se os dois lados de um ângulo de vértice P são tan¬ 
gentes a um círculo nos pontos A e B, então: 

a) a medida do ângulo P é igual a 180° menos a medida do arco menor 
determinado por A e B] 

b) PA = PB. 

Prova. Seja O o centro do círculo. No quadrilátero OAPB temos que 
A = B = 90°. Logo P + O = 180° . Como O é exatamente a medida do arco 
menor determinado por A e B, fica provado a parte (a), ara provar a parte 
(b), trace PO e compare os triângulos PA O e PBO. Como A = B = 90° 
os dois triângulos são retângulos. Como AO = BO (raios) e PO é comum, 
então os dois triângulos são congruentes (conforme o teorema (5.14)). Logo 
PA = PB. Assim o resultado fica demonstrado. 


A 



Diremos que um polígono esta inscrito num círculo se seus vértices per¬ 
tencem ao círculo. 

8.9 Proposição. Todo triângulo está inscrito em um círculo. 

Prova. Seja ABC um triângulo. Para mostrar que ele está inscrito em 
um círculo deveremos exibir um ponto que seja a equidistante de A, B e 
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C. Seja m uma reta perpendicular a AB e passando pelo seu ponto médio 
M e seja n a reta perpendicular a BC e passando pelo seu ponto médio N. 
Designe por P o ponto de intercessão destas duas retas. Observe que todo 
ponto da reta m é equidistante de A e B, e que todo ponto da reta n é 
equidistante de B e C. Logo o ponto P será equidistante de A, B e C. 



Esta proposição pode ser reemmciada da seguinte maneira: 

8.10 Proposição. Três pontos não colineares determinam um círculo. 

Chamamos de mediatriz de um dado segmento à reta perpendicular ao 
segmento passando pelo seu ponto médio. Com esta definição podemos 
enunciar o seguinte corolário da proposição (8.9). 

8.11 Proposição. As mediatizes dos lados de um triângulo encontram- 
se em um mesmo ponto. 

De um modo geral apenas os triângulos possuem a propriedade de serem 
inscritíveis em círculos. Para outros polígonos a condição de que o mesmo 
possa ser inscrito em um circulo acarreta fortes restrições sobre as suas 
medidas. A seguinte proposição é um exemplo disto. 

8.12 Proposição. Um quadrilátero pode ser inscrito em um círculo se 
e somente se possui um par de ângulos opostos suplementares. 

Prova. Vamos supor inicialmente que o quadrilátero possa ser inscrito 
em um círculo. Observe que cada um de seus ângulos é um ângulo inscrito 
no círculo. Seja ABCD o quadrilátero. Considere os ângulos A e C. Eles 
subtendem exatamente os dois arcos determinados pelos pontos B e C. Como 
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estes dois arcos somam 360°, então, de acordo com a proposição (8.5), a soma 
dos ângulos A e C será 180°. Portanto eles são suplementares. 



Vamos agora supor que um quadrilátero ABC D tem um par de ângulos 
opostos suplementares. Como a soma dos ângulos internos do quadrilátero 
é 360°, então o outro par de ângulos opostos também é suplementar. Trace 
um circulo pelos pontos A, B e C. Isto sempre pode ser feito (de acordo 
com (8.10)). Só existem três alternativas para a localização do ponto D: 
ele pode estar sobre, dentro, ou fora do círculo. Vamos supor que ele esteja 
fora do círculo. Neste caso trace o segmento BD. Seja E o ponto onde 
este corta o círculo. O quadrilátero ABCE é um quadrilátero inscrito no 
círculo e, portanto, pela primeira parte da proposição seus ângulos opostos 
são suplementares. Em particular temos 

ABC + AÊC = 180° 

Por hipótese também temos 

ABC + ADC = 180° 

Das duas igualdades concluímos que ADC = AEC. Agora observe que 
AÊB > ADB e BÊC + BDC (ângulos externos). Logo: 

AÊC = AÊB + BÊC > AL)B + BDC = AL)C 

Esta contradição mostra que D não pode estar fora do círculo. O resto da 
prova mostrando que D também não pode estar dentro do círculo é deixada 
como exercício. 

Um círculo esta inscrito em um polígono se todos os lados do polígono são 
tangentes ao círculo. Quando tal ocorre diz-se que o polígono circunscreve 
o círculo. 

8.13 Proposição. Todo triângulo possui um círculo inscrito. 
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Prova. Seja ABC um triângulo. Trace as bissetrizes dos ângulos A e 
B. Estas se encontram em um ponto P. Deste ponto, baixe perpendiculares 
aos lados dos triângulos. Sejam E, F e G os pés destas perpendiculares nos 
lados AB, BE e CA, respectivamente. Vamos provar que PE = PF = PG. 
Assim o ponto Pé o centro de um círculo que passa pelos pontos E, F e G; 
além disto, como os lados do triângulo ABC são perpendiculares aos raios 
PE , PF e PG eles são também tangentes ao círculo. Logo o círculo está 
inscrito no triângulo. 


A 



Figura 8.12 

Para provar que PE = PF = PG vamos comparar os triângulos PGA 
e PEA , e os triângulos PEB e PFB. Todos eles são triângulos retângulos. 
Nos dois primeiros temos PÀG = PÀE (PA é bissetriz) e PA comum. Nos 
dois últimos temos PBE = PBF (PB é bissetriz) e PB comum. Portanto os 
dois pares de triângulos são congruentes. Da congruência dos dois primeiros 
concluímos que PG = PE. Da congruência dos dois últimos obtemos PE = 
PF. Isto completa a demonstração. 

8.14. Corolário. As bissetrizes de um triângulo encontram-se em um 
ponto. 

Prova. Na demonstração anterior provamos que o ponto de encontro de 
duas bissetrizes do triângulo ABC é o centro de um círculo inscrito naquele 
triângulo. Para obter o Corolário é suficiente provar que o segmento unindo 
o centro deste círculo inscrito com o terceiro vértice, é também uma bissetriz 
do triângulo ABC. O leitor não terá dificuldade em fazer esta demonstração 
que é deixada como exercício. 

Um polígono regular é um polígono que é equilátero e equiangular. Com 
isto queremos dizer que todos os seus lados são congruentes (equilátero) e 
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também todos os seus ângulos são congruentes (equiangular). 

8.15 Proposição. Todo polígono regular está inscrito em um círculo. 

Prova. Seja A1A2, ..., A n um polígono regular. Tracemos o círculo que 
passa pelos pontos A±, A2 e A3. Seja O o centro deste círculo. Como OA2 = 
OA3 então o triângulo OA2A3 é isósceles e logo OÂ2A3 = OÁ3A2. Como 
o polígono é regular todos os seus ângulo internos tem a mesma medida. 
Portanto A1Â2A3 = A2Â3A4. 



Figura 8.13 

Mas então, A1À2O = OÂ3A4. Como além disso A1A2 = .A3.A4 (lados 
de um polígono regular são congruentes) e OA2 =)A3, então os triângulos 
OA1A2 e OA4A3 são congruentes. Daí obtêm-se OA4 = OA\. Portanto A4 
também é um ponto do círculo. O mesmo raciocínio pode agora ser repetido 
para provar que A§ também pertence ao círculo, e assim sucessivamente. 

Como resultado final obtêm-se que todos os pontos do polígono pertencem 
ao círculo. 

8.16 Corolário. Todo polígono regular possui um círculo inscrito. 

Prova. Trace o círculo no qual o polígono regular A\A2-..A n está in¬ 
scrito. Seja O o seu centro. Todo os triângulos isósceles A1OA2, A2OA3, A3OA4 ,... 
são congruentes. Como consequência suas alturas relativamente as bases são 
também congruentes. O círculo de centro O e com raio igual ao comprimento 
destas alturas está inscrito no polígono. 
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EXERCÍCIOS 


1. Quando o sol está a 20° acima do horizonte, qual o comprimento da 
sombra projetada por um edifício de 50m? 

2. Prove que, em um mesmo círculo ou em círculos de mesmo raio, cordas 
equidistantes do centro são congruentes. 

3. Prove que, em um mesmo círculo ou em círculos de mesmo raio, se 
duas cordas tem comprimentos diferentes, a mais curta é a mais afastada do 
centro. 

4. Mostre que a mediatriz de uma corda passa pelo centro do círculo. 

5. Explique porque o reflexo de um círculo relativamente a uma reta que 
passa pelo seu centro é ainda o mesmo círculo. 

6. Na figura ao lado existem três 
retas que são tangentes simultanea¬ 
mente aos dois círculos. Estas re¬ 
tas são denominadas de tangentes 
comuns aos círculos. Desenhe dois 
círculos que tenham: 

a) Quatro tangentes comuns? 

b) exatamente duas tangentes co¬ 
muns? 

c) somente uma tangente comum? 

d) nenhuma tangente comum? 

e) mais de quatro tangentes co¬ 
muns? 
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7. Na figura ao lado AE é tangente 
comum e JS liga os centros dos dois 
círculos. Os pontos E e A são pon¬ 
tos de tangência e B é o ponto de 
intercessão dos segmentos JS e AE. 
Prove que o ângulo J é igual ao 
ângulo S. 



8. Na figura seguinte, M é o centro dos dois círculos e AK é tangente ao 
círculo menor no ponto R. Mostre que AR = RK. 



9. Na acima à direita, UK é tangente ao círculo no ponto U e UE = 
LU. Mostre que LE = EK. 

10. Na figura seguinte à esquerda, MO = IX. Prove que MI = OX. 




Dois pontos em um círculo determinam dois arcos. Se os dois pontos são 
A e B nós iremos representar por AB o arco menor determinado por estes 
dois pontos. Se P também pertence ao círculo nós usaremos a notação APB 
para representar o arco determinado por A e B que contém o ponto P. 
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11. Na figura anterior à direita, H é o centro do círculo e Cl e um 
diâmetro. Se CA e HN são paralelos, mostre que AN e IN tem a mesma 
medida. 


12. Na figura a esquerda, O é o centro do círculo e TA é um diâmetro. 
Se PA = AZ , mostre que os triângulos PAT e ZAT são congruentes. 




13. Na figura acima à direita, sabe-se que Fé o centro do círculo e que 
BL = ER. Mostre que BE é paralelo a LR. 

14. Na figura seguinte à esquerda, o quadrilátero DIAN é um paralelo¬ 
gramo e /, A e M são colineares. Mostre que Dl = DM. 


D 




15. Na figura anterior a direta, qual dos dois arcos AH ou MY, tem a 
maior medida em graus? Sabe se que os dois círculos são concêntricos. 

Uma reta intercepta um círculo em no máximo dois pontos (veja prob¬ 
lema 1). As que o interceptam em exatamente dois pontos são chamados de 
secantes. Um ângulo secante é um ângulo cujos lados estão contidos em duas 
secantes do círculo e que cada lado interceptam o círculo em pelo menos um 
ponto excluído o vértice. Vamos chamar de região angular associada a um 
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ângulo ABC a intercessão dos seguintes semi-planos: o que contem o ponto 
C e é determinado por AB, e o que contem o ponto A e é determinado por 
BC. Dados um ângulo e um circulo, a parte do círculo contida na região 
angular associada ao ângulo dado é designado arco (ou arcos) determinado 
(determinados) pelo ângulo. 

Nos exercícios seguintes indicaremos por “med AB” a medida em graus 
do arco AB. 




16. Mostre que um ângulo secante cujo vértices esta dentro do círculo 
tem medida igual a metade da soma do arco que determina com o arco que 
é determinado pelo ângulo que se lhe opõe pelo vértice. (Na figura anterior 

a esquerda: APB = -(med AB + med CD). 

17. Na figura anterior APB é um ângulo secante cujo vértice esta fora 
do círculo mostre que APB = -(med AB - med CD). 

18. Sucessivos arcos são marcados em um círculo de modo que cada arco 
tenha uma corda de mesmo comprimento que o raio. Prove que o sexto arco 
termina no ponto onde o primeiro arco começa. 

19. Prove que todo paralelogramo inscrito em um círculo é retângulo. 

20. Prove que todo trapézio inscrito em um círculo é isósceles. 

21. Prove que o segmento ligando um vértice de um polígono regular 
ao centro do círculo em que ele esta inscrito é bissetriz do ângulo daquele 
vértice. 

22. Desenhe dois exemplos de polígonos equiangulares inscritos em um 
círculo, mas que não são regulares. 

23. Desenhe dois exemplos de polígonos equiláteros que circunscrevem 


100 



GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


O CÍRCULO 


um círculo, mas que não são regulares. 

24. Dado um quadrado de lado 5cm, qual o raio do círculo ao qual ele 
está inscrito? Qual o raio do círculo que ele circunscreve? 

25. Dado um triângulo equilátero de lado 4cm, qual o raio do círculo no 
qual ele está inscrito. E qual o raio do círculo que ele circunscreve? 
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PROBLEMAS 


1. Prove que uma reta pode cortar um círculo em no máximo dois pontos. 

2. Na figura abaixo à esquerda APC é um ângulo secante cujo vértice 
encontra-se fora do círculo e que o intercepta em quatro pontos como in¬ 
dicado. Prove que AP ■ PB = CP • PD. Compare esse resultado com a 
Proposição (8.7). 



3. Na figura acima à direita WS e PÍI são cordas que se interceptam no 
ponto G , e RT é bissetriz do ângulo WGI. Prove que WR-TS = HT ■ RI. 

4. Seja ABC um triângulo e D um ponto de BC tal que AD é bisstriz 
do ângulo A. Prove que {AD) 2 = AB ■ AC — BD ■ DC. (Ajuda: considere 
o círculo no qual o triângulo está inscrito, prolongue AD até o ponto E 
do círculo, como indicado na figura seguinte à esquerda.) Mostre que os 
triângulos ABE e ADC são semelhantes e use (8.7). 


A 



5. Na figura seguinte o círculo está inscrito no quadrilátero. Prove que 
a soma dos comprimentos de um par de lados opostos é igual a soma dos 
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comprimentos do outro par. 

6. Seja ABCDEF um hexágono que circunscreve um círculo. Prove que 
ÃB + CD + KF = BC + UÉ + FÃ. 

7. Enuncie e prove uma proposição semelhante a do exercício anterior 
para um polígono de 8 lados. Será que uma proposição semelhante vale 
para um polígono de 10 lados? E para um de 11 lados? Enuncie suas 
conclusões na forma mais geral possível. Uma reta que contem os centros 
de dois círculos é chamada de reta dos centros dos dois círculos. 

8. Prove que se dois círculos têm dois pontos em comum, a reta dos 
centros é mediatriz do segmento ligando estes dois pontos. 

9. Prove que dois círculos distintos não podem ter mais do que dois 
pontos em comum. 

Se dois círculos são tangentes a uma mesma reta em um mesmo ponto 
então eles são chamados de círculos tangentes , e o ponto de ponto de con¬ 
tacto. 

10. Prove que se dois círculos são tangentes, a reta dos centros passa 
pelo ponto de contacto. 

11. Na figura seguinte as retas são tangentes comuns aos dois círculos. 
Prove que m\ e m ,2 se interceptam na linha dos centros. Prove que se os 
raios dos dois círculos são diferentes, as retas m e 712 também se interceptam 
na reta dos centros. 



12. Sejam A e B pontos de intercessão de dois círculos. Sejam C e D 
as extremidades dos diâmetros dos dois círculos que se iniciam no ponto A. 
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Prove que a reta que liga C a D contém o ponto B. 

13. Prove que a medida de um ângulo formado por um tangente e uma 
corda de um círculo é igual a metade da medida do arco que ele determina. 

14. Prove que a medida de um ângulo formado por uma tangente e uma 
secante é igual a metade da diferença entre as medidas dos arcos que ele 
determina. 

15. Seria possível reunir em uma única proposição as informações parci¬ 
ais fornecidas pelos exercícios 16 e 17 e pelos problemas 13 e 14? 

16. Prove que um polígono equilátero inscrito em um círculo é um 
polígono regular. 

17. Prove que um polígono equiangular que circunscreve um círculo é 
um polígono regular. 

18. Prove que, se um círculo for dividido em um numero qualquer de 
arcos iguais, então as cordas destes arcos formam um polígono regular in¬ 
scrito no circulo, e as tangentes traçadas pelos pontos de separação dos arcos 
forma um polígono regular que circunscreve o círculo. 

19. Descreva um método de traçar um círculo de raio dado que seja 
tangente aos lados de um ângulo. 

20. Descreva um método para traçar um círculo de raio dado que seja 
tangente aos lados de um ângulo. 

21. Determine o lugar geométrico descrito pelos (determine o conjunto 
de todos os pontos que tem a propriedade de serem) pés das perpendiculares 
baixadas de um ponto A às retas que passam por um ponto B. 

22. Determine o lugar geométrico descrito pelos vértices dos triângulos 
de base AB e com C = 30° . A medida fixada do ângulo C faz alguma 
diferença na sua resposta? 

23. Dos círculos se cortam nos pontos A e B. Pelo ponto B traçamos 
uma reta que corta o primeiro círculo num ponto X e o segundo círculo 
num ponto Y. Mostre que a medida do ângulo XÁ Y não depende da reta 
traçada. 

24. Mostre que um círculo é o lugar geométrico descrito pelos pontos C 
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para os quais a razão de suas distâncias ao ponto A é constante e diferente 
de um. (Sugestão: no triângulo ABC as bissetrizes dos ângulos internos e 
externos de vértices C são perpendiculares e cortam a reta que passa por A 
e B sempre nos mesmos pontos!). 
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COMENTÁRIO 


Ao longo destas notas postulamos a maneira de medir o comprimento 
de segmentos. 

A partir daí pudemos definir o comprimento de uma poligonal como a 
soma dos comprimentos dos seus lados. No entanto não fizemos referencia 
a questão de como medir o comprimento de curvas. De fato, a única curva 
que consideremos até o momento foi o círculo. Intuitivamente o compri¬ 
mento de um círculo deve ser o comprimento do segmento que obteríamos se 
pudéssemos, cortando o círculo, desencurva-lo, como faríamos a um pedaço 
de arame circular. No entanto esta noção de “descurvamento” não existe na 
geometria que construímos. Podemos partir de uma ideia bem mais simples 
que é a de aproximar o círculo por uma poligonal. Tomemos para isto um 
polígono regular inscrito no círculo, com n lados, cada um deles medindo 
s n . Se o numero de lados for suficientemente grande, a nossa instituição 
nos diz que o perímetro deste polígono =,n ■ s n , será muito próximo do 
comprimento do círculo. 



Vamos determinar S 2 n em termos de s n e do raio do círculo. Na figura 

acima à direita, temos um círculo de centro O e raio R , e neste, uma corda 

CE perpendicular a um diâmetro AB. O triângulo ABC é retângulo e CD 

é a altura do vértice A. Logo AC = AB ■ AD. Também OCD é retângulo e 

- 2 - 2 - 2 „ - 

portanto DO = OC — CD . Se CE = s n , então AC = s^n e, das formulas 

acima, obtêm-se 


1) {S2n) 2 = 2 R-m 

2) 


2 
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onde m = AD. Eliminando-se m destas equações resulta: 

S2n= sj2R 2 - R^ÃK 2 - 4 

É fácil verificar que o lado S 4 de um quadrado inscrito no circulo é R \/2 
e que seu perímetro é 4R\/2. Utilizando-se agora sucessivamente a formula 
acima podemos encontrar os perímetros p n dos polígonos regulares inscritos 
no circulo com 8 , 16, 32, 64,... lados. O leitor não terá dificuldade em 
verificar que 


s 8 = KV 2 - yg 
-s iQ = R \J 2 — \/ 2 + \/2 

S32 = rJ 2- ^2 + ^/2 + V 2 


E poderá facilmente estabelecer uma expressão geral para S 2 n, (n < 8 ). 
Com base nas formulas acima, calculamos, em termos aproximados, corretos 
até a quarta casa decimal, os valores da seguinte tabela. 


n 

Sn 

Pn 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

512 

1,41421 R 
0,76537 • R 
0,39018 R 
0,19603 • R 
0,09814 R 
0,04908 • R 
0,02454 • R 
0,01227 R 

5,6568 • R 
6,1229 R 
6,2428 • R 
6,2730 • R 
6,2806 • R 
6,2830 • R 

6.2830 • R 

6.2831 • R 


Assim, segundo nossa intuição, o comprimento de um círculo de raio 
R deve ser aproximadamente 6 , 2831 • R. Infelizmente não dispomos ainda 
de uma definição de comprimento do círculo que nos permita verificar a 
validade desta afirmação. 

Antes de tentar estabelecer a definição de comprimento de um círculo 
vamos fazer algumas obervações. Seja P um polígono convexo inscrito num 
círculo, e sejam A e B dois de seus vértices consecutivos. Tomemos um 
ponto C do arco AB e indiquemos por P\ o polígono cujos vértices são os 
vértices do polígono P, mais o ponto C. A passagem do polígono P para o 
polígono P\ constitui-se na substituição ao lado AB pelos lados AC e CB. 
Desde que AB < AC + CB, concluímos que o perímetro de Pi é maior 
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do que o perímetro de P. Assim, adicionando-se a um polígono convexo in¬ 
scrito no círculo novos vértices, aumentamos o seu perímetro. Sem duvida 
este procedimento não resulta em crescimento ilimitado. De fato, se tomar¬ 
mos um polígono circunscrito ao círculo, seu perímetro será maior do que o 
perímetro de qualquer polígono convexo inscrito. 

Chama-se de comprimento do círculo ao menor dos números maiores do 
que o perímetro de qualquer polígono convexo nele inscrito. 

É uma consequência imediata desta definição que, dado qualquer número 
e > 0, pode-se sempre inscrever um polígono convexo no círculo tal que a 
diferença do seu perímetro para o comprimento do círculo (em valor ab¬ 
soluto) seja menor do que e. O comprimento da circunferência é tradi¬ 
cionalmente representado na forma 2nR onde n é o comprimento de uma 
semicircunferência de raio 1. O valor aproximado de 7 r, correto até a 5 a casa 
decimal é: 


vr = 3.141593 

o que nos dá um perímetro de aproximadamente 6, 283186 • R. 
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CAPÍTULO 9 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Considere um círculo de centro O e nele um diâmetro AB. Fixemos 
nossa atenção em um dos semicírculos determinados por AB. Tome um 
ponto qualquer C deste semicírculo e indique por a o ângulo C OB. Trace, a 
partir de C , uma perpendicular à reta AB. Seja D o pé desta perpendicular. 




Chama-se de seno do ângulo a ao quociente CD/OC. O seno do ângulo 
a é representado por: sen a. Observe que, de acordo com esta definição 
tem-se que: 

(9.1) sen 0 o = 0, sen 90° = 1 e sen 180° = 0 

Define-se o cosseno do ângulo a como quociente OD/OC quando o 
ângulo a é agudo. Se o ângulo a é obtuso, o cosseno é definido como 
valor negativo deste quociente, isto é —OD/OC. Representasse o cosseno 
do ângulo a por: cos a. Com esta definição tem-se que: 

(9.2) cos 0 o = 1, cos 90° = 0 e cos 180° = — 1 

Chama-se de tangente do ângulo a ao quociente 

sena 

tg a = - 

cosa 

não sendo esta função definida se a = 90° 

9.4 Proposição. Os valores do seno e do cosseno de um ângulo inde¬ 
pendem do semicírculo utilizado para defini-los. 
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Prova. Consideremos um outro círculo de centro O' e neste um diâmetro 
NB' . Consideremos um ponto C sobre o círculo de modo que o ângulo 
C OB' seja igual ao ângulo a e portanto igual a COB. Considere os triângulos 
CO D e CO’ D’ onde D e D’ são os pés das perpendiculares baixadas às re¬ 
tas AB e A'B' , respectivamente, a partir dos pontos C e C. Como CDO e 
CD'O' são ângulos retos e já sabemos que COB = C ÕB' , então concluímos 
que os triângulos considerados são semelhantes. Portanto teremos 


CO' _ CD' _ O'D' 
cõ ~ Cd ~ Cd 

Como consequência 

CD' 

cõy 


CD CD' 


sen a = 


CO CO' 


cos a = 


OD 

W 


Isto prova a nossa afirmação. 


9.5 Teorema. Qualquer que seja o ângulo a tem-se: 


9 9 

sen a + cos a = 1 


Prova. Para a igual a 0 o , 90° ou 180°, a afirmação acima é comprovada 
pela substituição direta dos valores do seno e do cosseno correspondentes. 
Nos outros casos, considere o triângulo OCB da figura (9.1). Têm-se então 


cos 2 a + sen 2 a = 


OD 

W 


+ 


CD\ OD~ + CD' 


oc 


-- = 


oc 


oc 

oc 2 


= 1 


onde fez-se uso do teorema de Pitágoras na penúltima igualdade. 

9.6 Teorema (Fórmulas de redução). Se a é um ângulo agudo então 

a) sen(90° — a) = cos a 

b) cos(90° — a) = sen a 

c) tg (90° — a) = 1/tg a 

Prova. (Veja figura 9.2) Sejam C e C pontos de um semicírculo de 
extremidades A e B, tais que COB = a e C ÕB = 90° — a. 
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Sejam D e D' os pés das perpendiculares baixadas à reta AB a partir de 
C e C, respetivamente. Observe que, como C ÕB = 90° — a, então OC Ü 
= a. Logo os triângulos COD e OD'C' são congruentes (OC = OC". CDO 
= CD O = 90° e CÔD = OC Ü = a) e portanto 


CD' _ O D' _ OC 

ÜB ~ ÜD ~ W 

segue-se que 


sen(90° — a) 


cos (90° — a) 


CD' 

OC 


OD 

- = cos a 

OC 


OD' 

ÜÜ 


CD 

- = sen a 

OC 


A prova de (c) é deixada a cargo do leitor. 


9.7 Teorema. Qualquer que seja a tem-se: 


a) sen(180° — a) = sen a 

b) cos(180° — a) = —cos a 


Prova. Quando a é igual a 0 o , 90° ou 180°, a afirmação acima é compro¬ 
vada por substituição direta dos valores do seno e cosseno correspondentes. 
Nos outros casos, considere pontos C e C no semicírculo de sorte que COB 
= a e C ÓB = 180° — a. Sejam D e D' os pés das perpendiculares baixadas 
dos pontos C e C à reta AB. 
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A congruência dos triângulos OCD e O O D' nos fornece 

CD = C'D' e DO = D'O 
Como consequência imediata temos que 


C D' 

sen(180° — a) = ■= 
V ' CO 


, D'O 

e cos(180 — a) = = 
i C , D 


CD 

- = sen a 

CO 

DO 

- = COS c 

CO 1 


Como a / 90° entãoao«180 0 — a é obtuso e o outro é agudo. Por isto, 
cos a e cos(180° — a ) têm sinais opostos. Logo 

cos(180° — a) = —cos a. 

As definições de seno, cosseno e tangente dadas no inicio do capitulo per¬ 
mitem concluir imediatamente as seguintes formulas relacionando os lados 
de um triângulo retângulo e os seus ângulos agudos. 

9.8 Proposição. Em um triângulo retângulo ABC , de ângulo reto C, 
tem-se 


BC = AB sen Â, AC = AB cos Â e BC = AC tg Â 

Uma consequência desta proposição é que, se conhecermos um ângulo 
e um lado de um triângulo retângulo é possível calcularmos a medidas de 
seus outros dois lados, supondo-se que conheçamos como calcular as funções 
seno, cosseno, e tangente de um ângulo. Atualmente, uma maquina de 
calcular razoavelmente simples, possui circuitos que calculam estas funções 
com aproximação correta até a quarta ou quinta casa decimal, o que é mais 
do que suficiente para a grande maioria dos cálculos. Pode-se, no entanto, 
fazer uso de uma tabela de funções trigonométricas obtidas facilmente em 
qualquer compêndio sobre trigonometria. 
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9.9 Proposição. 


a) sen 45° = l/v^, cos 45° = l/y/2 e tg 45° = 1. 

b) sen 30° = 1/2, cos 30° = v/3/2 e tg30° = l/y/3. 

Prova, (a) Construa um triângulo retângulo ABC tendo ângulo reto 
C, e tendo AC = BC. Tem se então que Â = B = 45° e, utilizando-se o 
teorema de Pitágoras, AC = BC = AB/y/2. Logo 


sen 45° = - = í/y/2 

AB ' 

Da mesma forma obtém-se o valor de cos 45°. O valor da tangente é 
obtido pela simples divisão dos valores do seno e cosseno. 

(b) Construa um triângulo equilátero ABC. Todos os seus ângulos me¬ 
dem 60° e todos os seus lados tem o mesmo comprimento a. 


A 



Figura 9.4 


Considere a altura baixada do vértice B ao lado AC e seja D o pé desta 
altura. Os dois triângulos formados são congruentes e DA = DC = a/2. 
Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo ABD concluímos que BD = 
ay/ 3/2. Observe que o ângulo ABD mede 30°. Logo 

sen 30° = — = 1/2 
a 

COS 30° = a ^ 2 = v/3/2 
a 
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tg 30 ° = % = 1/v5 

Com esta proposição e os resultados (9.6) e (9.7) podemos agora facil¬ 
mente determinar os valores do seno, cosseno e tangente dos ângulos de 60°, 
120°, 135° e 150°. 

9.10 Teorema (Lei dos cossenos). E um triângulo ABC tem se: 

ÃB 2 = ÃC 2 + BC 2 — 2 ■ ÃC ■ TJC ■ cos C 

Prova. Se o ângulo C for reto então a afirmação acima é exatamente 
o teorema de Pitágoras. Podemos portanto supor que C não é um ângulo 
reto. Tracemos a altura do vértice A. Como C não é um ângulo reto então 
o pé desta altura, que designaremos por D, não coincide com o ponto C. 
Se D coincidir com o ponto B então o triângulo ABC é retângulo tendo B 
como ângulo reto. Neste caso, AC- cos C = BC e o resultado acima é uma 
decorrência imediata do teorema de Pitágoras. Assim podemos supor que 
B, C e D são pontos distintos. Como ADB e ADC são triângulos retângulos 
tem-se 

ÃB 2 = ÃD 2 + IBD 2 
ÃC 2 = ÃD 2 + DC 2 


A A A 



Figura 9.5 


Logo, subtraindo-se estas duas equações obtém-se 

ÃB 2 - ÃC 2 = ~BD 2 - DC 2 
-2 

Agora iremos substituir o termo BD desta equação. Para isto, teremos 
de considerar três possibilidades (veja figura 9.5). 
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a) C está entre B e D. 

Neste caso tem se DC + BC = BD. Substituindo-se BD 
por DC + BC, desenvolvendo-se o quadrado e simplificando-se 
os termos, a equação acima torna-se: 

ÃB 2 = ÃC 2 + BC 2 + 2 • BC ■ DC 

Observe que DC = AC ■ cos {A CD) e que cos(ACD) = 
—cos(180° — ACD ) = —cos(ACB). Como ACB é exatamente o 
ângulo C do triângulo ABC, o resultado fica demonstrado neste 
caso. 

b) D está entre C e B. 

Neste caso tem-se BD + DC = BC e, portanto, BD = DC — 
BC. Substituindo-se como no caso anterior este valor de BD, 
obtém-se 


AB 2 = AC 2 + BC 2 - 2 • BC ■ DC 
Observando-se que DC = AC ■ cos C obtém-se o resultado, 

c) B está entre C e D. 

Este caso é tratado de forma semelhante e é deixado a cargo 
do leitor completar a demonstração. 


9.5 Teorema (Lei dos senos). Qualquer que seja o triângulo ABC, 
tem se: 


sen A sen B sen C 
BC ~ ÃC ~ ÃB 

Prova. Considere o círculo que circunscreve o triângulo BC. Seja O o seu 
centro e R o seu raio. Considere o diâmetro que tem B como extremidade. 
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Seja D sua outra extremidade. Se os pontos A e D estiverem de um 
mesmo lado da reta BC, então os ângulos BDC e BÀC são iguais por serem 
ângulos inscritos correspondentes a um mesmo arco. Se os ponto A e D 
estiverem em lados distintos da reta BC então os ângulos BDC e BAC 
são suplementares já que correspondem a arcos que se complementam para 
formar o circulo. Em ambos os casos tem-se que 

sen D = sen A. 


Consequentemente 

BC = 2 R senO 

(Observe que aqui utilizamos o fato de que o triângulo BCD é retângulo). 
De forma análoga demonstra-se que 

AB = 2 R- sen C e AC = 2 R- sen5. 

Comparando-se as três formulas obtidas conclui-se que 

sen A senB senC 1 

BC ~ ÃC ~ AB ~2R' 

Fica assim demonstrado este teorema. 
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1. Quando o sol está a 20° acima do horizonte, qual o comprimento da 
sombra projetada por um edifício de 50m? 

2. Uma árvore de 10 metros de altura projeta uma sombra de 12m. Qual 
é a altura angular do sol? 

3. Os lados de um triângulo ABC são os seguintes: AB = 5, AC = 8, e 
BC = 5. Determine o seno do ângulo A. 

4. Do topo de um farol, 40 metros acima do nível do mar, o faroleiro 
vê um navio segundo um ângulo (de depressão) de 15°. Qual a distância do 
navio ao farol? 

5. Um carro percorreu 500 metros de uma estrada inclinada 20° em 
aclive. Quantos metros o ponto de chegada esta acima do ponto de partida? 

6. Mostre que o perímetro de um polígono regular inscrito em um circulo 
de raio R e p n = 2 Rn sen 

7. Num triângulo ABC tem se AC = 23, Á = 20° e C = 140°. Determine 
a altura do vértice B. 

8. As funções secante, cossecante e cotangente de um ângulo A são 
definidas por sec A = 1/cos A. cossec A = l/sen A e cotg A = 1/tg A, desde 
que cos A, sen Â e tg A sejam definidas e diferentes de zero. Prove que: 



a) 1 + tg 2 Â = sec 2 Â 

b) 1 + tg 2 Â = cossec 2 Â 


117 



GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


COMENTÁRIO 


O estudo das funções trigonométricas e de suas aplicações é denominado 
trigonometria. A trigonometria iniciou-se como o estudos das aplicações, a 
problemas práticos, das relações entre os lados de um triângulo. Na Grécia, 
associativa-se a um dado ângulo a corda correspondente ao arco que ele 
determinava em um circulo centrado no seu vértice. Posteriormente, na 
matemática hindu, começou-se a associar metade desta corda. A corre¬ 
spondência era estabelecida através de tabelas. 

Uma grande dificuldades que existia tanto no tempo dos gregos como 
no tempo dos hindus para elaboração e utilização destas tabelas era a não 
existência de um sistema adequado de numeração (introduzido na aritmética 
somente no 16° século). O primeiro trabalho sobre trigonometria de que 
se tem real conhecimento está contido no “Almagest”. (Um trabalho sobre 
astronomia em 13 volumes, escrito por Ptolomeu de Alexandria por volta da 
metade do segundo século.) Num de seus capítulos é apresentada uma tabela 
de cordas. Esta tabela refere-se a uma sequencia de ângulos, distanciados de 
meio grau um do outro, e seus valores estão corretos até pelo menos cinco 
casas decimais. Ali também é explicado o método de calcular a tabela. 
Um outro capitulo é dedicado a solução de triângulos. Vários teoremas 
relativos a cordas são demonstrados. Estes teoremas contem implicitamente 
o conhecimento das formulas mais importantes da trigonometria. 

No entanto, os escritores gregos do quarto século chamam a Hiparco, que 
viveu nos segundo século a.C., de originador da ciência da trigonometria. Ele 
teve a reputação de ter calculado uma tabela de cordas que constitui um 
livro com doze volumes. 
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CAPÍTULO 10 


ÁREA 


Uma região triangular (figura (a) abaixo) é um conjunto de pontos do 
plano formado por todos os segmentos cujas extremidades estão sobre os 
lados de um triângulo. O triângulo é chamado de fronteira da região trian¬ 
gular. O conjunto de pontos de uma região triangular que não pertencem a 
sua fronteira é chamado de interior da região triangular. 



(a) 



(b) 


Figura 10.1 


Uma região poligonal é a união de um número finito de regiões trian¬ 
gulares que duas a duas não tem pontos interiores em comum (figura (b)) 
acima). 

Um ponto é interior a uma região poligonal se existe alguma região tri¬ 
angular contida na região poligonal e contendo o ponto no seu interior. O 
interior da região poligonal é o conjunto dos pontos que lhe são interiores. 
A fronteira da região poligonal é constituída pelos pontos da região que não 
pertencem ao seu interior. 
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A noção da área de regiões poligonais é introduzida na geometria através 
dos seguintes axiomas: 

Axioma VI. 1. A toda região poligonal corresponde um número maior 
do que zero. 

O número a que se refere este axioma é chamado de área da região. 

Axioma VI.2. Se uma região poligonal é a união de duas ou mais 
regiões poligonais que duas a duas não tenham pontos interiores em comum, 
então sua área é a soma das áreas daquelas regiões. 

Axioma VI.3. Regiões triangulares limitadas por triângulos congru¬ 
entes têm áreas iguais. 

É claro que todo polígono convexo determina uma região poligonal. Nós 
iremos tomar a liberdade de usar expressões do tipo “a área de um quadrado” 
quando queremos dizer realente “a área da região poligonal cuja fronteira é 
um quadrado”. Em geral falaremos de “área de um dado polígono”, quando 
queremos de fato nos referir a área da região cuja fronteira é aquele polígono. 
Assim, o axioma VI.3 acima poderia ter sido enunciado como: “triângulos 
congruentes possuem áreas iguais”. 

Axioma VI.4. Se ABCD é um retângulo então sua área é dada pelo 
produto AB • BC. 

A partir destes axiomas vamos determinar a área de algumas regiões 
poligonais simples. Vamos iniciar pelo paralelogramo. 

Dado um paralelogramo ABCD designemos por b o comprimento do 
lado AB e por h o comprimento de um segmento ligando AB a CD que 
seja perpendicular a ambos. Um tal segmento é chamado de altura do 
paralelogramo relativamente ao lado AB. 

10.1 Proposição. A área do paralelogramo é o produto do comprimento 
de um de seus lados pelo comprimento da altura relativa a este lado. 

Prova. Em termos da notação fixada acima devemos provar que a área 
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do paralelogramo ABCD e b ■ h. Para isto trace, a partir dos pontos A e B, 
dois segmentos, AE e BF, perpendiculares à reta CD. O quadrilátero ABFE 
é um retângulo cuja área é AB ■ BF a qual, em termos de nossa notação, 
é exatamente b ■ h. Para concluir a demonstração observe que os triângulos 
ADE e CBF são congruentes e que 


Área (ABCD) = Área (ABCE) + Ávea(ADE) = 
= Área(ABCE) + Área (CBF) = 
= kiea(ABFE) = b ■ h 


Isto conclui a demonstração. 


A b B 



Figura 10.3 


Como corolário desta proposição determina-se a área de um triângulo 
qualquer. 

10.2 Proposição. A área de um triângulo é a metade do produto do 
comprimento de qualquer de seus lados pela altura relativa a este lado. 


Prova. Dado um triângulo ABC, trace pelo vértice C uma reta par¬ 
alela ao lado AB, e pelo vértice B uma reta paralela ao lado AC. Es¬ 
tas duas retas se intercetam em um ponto D. O polígono ACDB é um 
paralelogramo, e os dois triângulos ABC e CDB são congruentes. Como 


Área {ABDC) = Área {ABC) + Área (CDB) e Área (ABC) = Área (CDB), 
então: Área (ABC) = — Área (ABDC). Para complementar a demonstração 
observe que a altura do vértice C do triângulo ABC é exatamente a altura 
do paralelogramo ABDC relativamente ao lado AB. 
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C D 



10.3 Proposição. A área de um trapézio é a metade do produto do 
comprimento de sua altura pela soma dos comprimentos de suas bases. 

Prova. Seja ABCD um trapézio cujas bases são os lados AB e CD. 
Trace a diagonal AC para dividir o trapézio em dois triângulos. 


F D C 



Figura 10.5 

Trace as alturas CE, do triângulo ACB, e AF, do triângulo ACD. Então 
teremos que AF = CE, já que os lados AB e CD são paralelos. Como 
consequência 


Área (ABCD) = Área {ACB) + Área (ACD) = 

= -ÃB ■ CÊ + -DC ■ ÃF = 

2 2 

= * (ÃB + DC) • CE 
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Fica assim demonstrada a proposição. 

10.4 Proposição. A área de um polígono regular de n lados, inscrito 
numa circunferência de raio R é \R 2 n ■ sen(360°/n). 

Prova. Seja O o centro do círculo. Ligando-se cada um dos vértices do 
polígono ao ponto O forma-se n triângulos isósceles cujas bases são os lados 
do polígono, cujos lados iguais tem comprimento R e cujo ângulo do topo 
mede 360°/n. Seja OAB um tal triângulo. Trace a altura do vértice A. Esta 
altura mede i?sen(360°/n) e o lado OB mede R. Logo a área deste triângulo 
é ^ni? 2 sen(360°/n) e a área total do polígono é ^nlí 2 sen(360 o /n). 



No comentário feito ao final do Capitulo 8 nós vimos como proceder 
para estabelecer a noção de comprimento de um círculo. Podemos proceder 
de maneira análoga com relação à área da região limitada por um círculo. 
Consideremos polígonos inscritos e observamos que, ao aumentarmos um 
vértice em um de tais polígonos, aumentamos a sua área. Assim, não existe 
um polígono inscrito no círculo com área maximal. Por outro lado, a área 
de qualquer polígono inscrito é menor do que a área de qualquer polígono 
circunscrito. E então natural definir: a área do circulo é o menor número 
maior do que a área de qualquer polígono nele inscrito. 

Valores aproximadas para a para de um círculo podem então ser obti¬ 
das a partir da fórmula determinada na proposição (10.4) para a área de 
um polígono regular inscrito. Na tabela abaixo n é o número de lados do 
polígono e A n é a sua área. 
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n 

A-n 

16 

3,06147 

32 

3,12145 

64 

3,13655 

128 

3,14033 

256 

3,14128 

512 

3,14151 

1024 

3,14157 

2048 

3,14158 

4096 

3,14159 

1048546 

3,14159 


O leitor não terá dificuldade em reformular a prova da proposição (10.4) 
(considerando a altura do vértice O do triângulo OAB ) de modo a obter a 
seguinte expressão para a área do polígono regular inscrito de n lados. 


A n = nR 2 sen 


180 c 


n 


cos 


180 c 


n 


e a seguinte fórmula para o perímetro do mesmo polígono 


p n = 2 nR sen 



Segue-se daí que 


2 A n 
RPn 


cos (180°/n) 


Se consideramos um polígono inscrito com um grande número de lados, 
o valor de cos(180°/tj) será extremamente próximo do valor cos0°, enquanto 
que o valor de A n estará muito próximo do valor da área da região limitada 
pelo círculo e o valor de p n será aproximadamente o valor do comprimento do 
círculo. É portanto razoável esperar que, para o círculo, duas vezes sua área 
seja igual a R vezes seu perímetro. A proposição abaixo tem exatamente 
este enunciado. 
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10.5 Teorema. A área da região limitada por um círculo é igual a 
metade do produto do raio pelo comprimento do círculo. 

Prova. Representaremos por p o comprimento do círculo e por A a 
área da região por ele limitada. Se P é um polígono inscrito no círculo, 
representaremos por p(P) o seu perímetro, por A(P) a sua área e por L(P) 
o comprimento do maior de seus lados. 

Tomemos um número positivo a qualquer, e seja P um polígono inscrito 
tal que 


a) L(P) < a 

b) A — A(P) < a ■ R 

c) p — p(P) < a 


Para fazer a escolha deste polígono podemos inicialmente escolher três 
polígonos: P \, onde se verifica (a), P -2 onde se verifica (b) e P 3 , onde se 
verifica (c). A maneira como se definiu área e perímetro do círculo permite 
afirmar que as escolhas de P 2 e P 3 são possíveis. Agora, forme um novo 
polígono que tenha como vértices os vértices dos três polígonos. Este novo 
polígono satisfaz as três condições acima. A ele chamaremos de polígono 
P. A área deste polígono pode ser calculada somando-se as áreas de todos 
os triângulos com vértices no centro do círculo e tendo como lados um dos 
lados do polígono P. Seja OAB um destes triângulos. Sua área será 

Área (OAB) = — AB ■ OC 
onde OC é a altura do vértice O deste triângulo. 
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Como O A > OC > O A — AC, tem se que 

^ÃB ■ (ÕÃ - ÃC) <Área (OAB) < ^ÃB ■ ÕÃ 

Observando que O A = R e AC < L(P) < a, concluímos que 

-AB • (R — a) <Área (OAB) < —AB ' R 

Desde que uma desigualdade como esta vale em cada um dos triângulos 
em que subdividimos o polígono P, podemos somar todas elas para obter 

l -P(P).[R-a)<A{P)< l -p{P)-R 

Como o polígono P satisfaz a condição (c), temos que p — a < p(P). Por 
outro lado sabemos, da definição de perímetro do círculo, que p(P) < p- 
Utilizando estas duas informações na desigualdade acima obtém-se 

\{p-a){R-a)< A(P) <\p-R 

ou seja 

' R ~ l {R + ap - a 2 ) < A(P) <^p- R 

Destas desigualdade decorre que a área do polígono A(P) difere de p ■ 
R/2 em menos que (aR + ap — a 2 )/ 2. Já que, pela escolha do polígono P, 
A — A(P) < a ■ R, então concluímos que 

A(P) — -p ■ R < a ■ R + - (aR + ap — a 2 ) 

Como o valor de a é arbitrário, podendo ser tomado tão pequenos quanto 
se queira, e o lado esquerdo desta desigualdade não depende da escolha de 

a, só podemos concluir que a diferença A(P) — -p ■ R é zero. 

Fica assim demonstrado o teorema. 
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EXERCÍCIO 


1. Determine a área de um triângulo equilátero de lado s. 

2. Que relação satisfazem as áreas de dois triângulos retângulos semel¬ 
hantes. 

3. O raio do círculo inscrito em um polígono regular é chamado de 
apótema do polígono regular. Prove que a área de um polígono regular é 
igual a metade do produto do seu perímetro pela seu apótema. 

4. Determine a área de um hexágono regular inscrito em um círculo de 
raio R. 

5. Prove que a razão entre os comprimentos de dois círculos é igual a 
razão entre seus raios. 

6. Prove que a razão entre as áreas de dois círculos é igual a razão entre 
os quadrados dos seus raios. 

7. Se os diâmetros de dois círculos são 3 e 6, qual a relação entre as suas 
áreas? 


8. Qual a área de um quadrado inscrito em um círculo cujo raio mede 
5 cm? 

9. Dois hexágonos regulares têm lados medindo 2 cm e 3cm. Qual é a 
relação entre as suas áreas. 

10. O comprimento de um círculo vale duas vezes o comprimento de 
outro círculo. Que relação entre as suas áreas? 

11. A área de um círculo vale cinco vezes a áreas de outros círculo. Que 
relação satisfazem seus raios? 

12. Quanto seria necessário de papel para cobrir toda a face externa de 
um uma lata cilíndrica cuja altura é 15cm é cujo raio da base é 5 cml 
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1. Mostre que se dois triângulos são semelhantes então a razão entre 
suas áreas é igual a razão entre os quadrados de quaisquer dois se seus pares 
de lados correspondentes. 

2. Mostre que a razão entre as áreas de dois polígonos semelhantes é igual 
a razão entre os quadrados e quaisquer dois de seus lados correspondentes. 


3. Três polígonos semelhantes são construídos tendo cada um deles, como 
lado, um dos lados de um triângulo retângulo. Prove que a área do maior 
deles é igual a soma das áreas dos dois menores. 


4. A região limitada por dois raios e um arco de um círculo é chamada 


de setor do círculo. Mostre que a áreas de um setor é 


-RS onde Ré o raio 
2 


do círculo e S é comprimento do arco. 


5. Prove que, em dois círculos de raios R e kR, cordas de comprimentos 
c e kc. respetivamente, subtendem arcos de comprimentos S e kS. 


6. Determine a área da região limitada por uma corda e pelo arco de 
círculo que ela subtende. 


7. Determine a área da parte da região limitada por um círculo que fica 
entre duas de suas cordas. 


8. A figura ao lado sugere uma outra 
maneira de demonstrar o teorema de 
Pitágoras. Para fazer a demonstração ex¬ 
presse a área do quadrado maior de duas 
maneiras diferentes: como produtos dos 
lados e como a soma das áreas dos 4 
triângulos e do quadrado menor. Com¬ 
plete a demonstração. 


c b 
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9. Uma outra prova do teorema de 
Pitágoras é sugerida pela figura ao lado. 
Determine a área do trapézio de duas 
maneiras diferentes, de forma análoga ao 
que foi feito na questão anterior. Com¬ 
plete a prova. Esta prova foi inventada 
por Garfield a em 1876. 

“James Abrahan Garfield (1831 1881) foi 

o vigésimo presidente dos Estados Unidos e era 
um grande estudioso e entusiasta da matemática. 
Em 1876, enquanto estava na Câmara de Rep¬ 
resentantes, rabiscou num papel uma interes¬ 
sante demonstração do Teorema de Pitágoras. O 
New England Journal of Education publicou esta 
demonstração. 


A a B 



10. Bhaskara, um matemático hindu do 
século doze, criou uma prova do teorema 
de Pitágoras baseada na figura ao lado. 
Faça esta demonstração. 


c 



11. Quaisquer dois quadrados podem ser cortados em 5 pedaços de tal 
forma que estes cinco pedaços pode ser rearrumados para formar um novo 
quadrado. A maneira de fazer os cortes é indicada na figura seguinte, no caso 
particular em que os quadrados considerados tem lados um o duplo do outro. 
Depois que você verificar como construir o quadrado com os 5 pedaços, tente 
determinar como fazer os cortes no caso em que os quadrados tem 12 e 8. 
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E possível evitar a introdução dos Axiomas VI. 1 a VI.4. O conceito 
de áreas teria então de ser trabalhados a partir dos axiomas e teoremas 
demonstrados nos capítulos anteriores e o conteúdo dos axiomas VI. 1 a VI.4 
apareceria como um teorema da nossa geometria. Vamos dar uma ideia de 


como isto poderia ser feito. 

Começamos observando que, 
em todo triângulo, o valor do 
produto do comprimento de um 
lado pela altura que lhe é cor¬ 
respondente, não depende da es¬ 
colha do lado. Se usarmos 
a notação indicada na figura 
abaixo, o que estamos dizendo é 
que ag = bh = ck. Definimos, 
então a área de um triângulo 
como este produto, vezes uma 
constante universal L. Isto é, 
dado um triângulo ABC, defini¬ 
mos sua área como 


B 



Área {ABC) = L ■ AB ■ h (1) 


onde h é o comprimento da altura do vértice C relativamente ao lado 
AB. Em seguida temos de demonstrar que, se subdividirmos o triângulo 
ABC em um número finito de 
triângulos, e utilizar-mos para 
cada um dos triângulos da sub¬ 
divisão a fórmula acima, a soma 
de suas áreas será igual a área 
do triângulo original ABC. Esta 
demonstração não será apresen¬ 
tada aqui. O leitor interes¬ 
sado poderá encontra-la no livro 
“Geometria Elemental” se A.V. 

Pogorélov, Editora Mir. Mas se 

quiser tentar por si mesmo, deve 
iniciar com o caso mais simples em que a subdivisão foi feita como na figura 

anterior. Observe que, neste caso, há uma altura que é comum a todos 
triângulos! Para o caso geral, se PQR for um triângulo da subdivisão, tente 
determinar uma formula para sua área em termos das áreas dos triângulos 
APQ, AQR e ARP. 
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O valor L que figura na fórmula (1) é ali colocado para permitir a 
adaptação daquela fórmula ás diversas unidades de área. 

Dada uma região poligonal, a coisa mais natural a fazer é definir sua 
área como a soma das áreas dos triângulos que a compõe. Observemos que 
uma mesma região poligonal pode ser subdividida em regiões triangulares de 
muitas maneiras diferentes. Assim, temos uma questão de consistência a ser 
resolvida. Para que possamos usar esta definição devemos verificar se o valor 
final da área de uma região poligonal é independente da particular subdivisão 
da mesma em triângulos. Suponhamos que uma região poligonal P tenha 
sido subdividia em triângulos Ti, T 2 , ..., T n e depois em triângulos T[, T 2 , 
..., T' m . Precisamos demonstrar que a soma das áreas dos triângulos, em 
ambos os casos, é a mesma. Os triângulos das duas subdivisões, considerados 
em conjuntos, realizam uma subdivisão da região poligonal P e polígonos 
convexos, a saber: em triângulos, quadriláteros, pentágonos e hexágonos. 
Subdividimos, cada um deles, em triângulos. Teremos agora uma subdivisão 
T x , T -2 , ..., T p da região poligonal P com a propriedade de que qualquer 
triângulo, da primeira subdivisão ou da segunda subdivisão, é composto de 
triângulos da nova subdivisão. Como já vimos, a área de todo triângulo da 
segunda subdivisão é a soma das áreas dos triângulos que compõem. Por 
isto 


T. Área(T) = ^ Área(T y ") 

y á rea ( t á-) =x^ rea ( T /) 

Portanto a soma das áreas dos triângulos de qualquer das partições é a 
mesma. Isto conclui o nosso argumento. 

Agora é fácil obter que a área de um retângulo ABCD e igual a 2 L ■ AB ■ 
CD. Para isto basta subdividir o retângulo em dois triângulos retângulos 
através da diagonal AC. 

E exatamente conveniente escolher o valor de L de modo que, a área de 
um quadrado de lado um, seja exatamente um. De acordo com a fórmula 
acima, basta tomar L = \/2. Esta escolha transformação a equação (1) na 
fórmula usual da área de um triângulo! 
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